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1. Analyse chaotischer
Zeitrethen

Zeitreihen erhilt man durch Integration von Differentialgleichungen der dynamischen Systeme
oder durch Messung von physikalischen Gro3en an natiirlichen Systemen. Zur Analyse betrach-
tet man konventionell die Amplituden, die Fourier-Spektren oder die Korrelationsfunktionen.
Diese Methoden sind fiir lineare Systeme hervorragend geeignet. In solchen Systemen tberlagern
sich die verschiedenen Freiheitsgrade ungestort und kénnen mit den linearen Analysemethoden
getrennt und dargestellt werden.

Natiirliche Systeme sind in der Regel sehr komplex oder nur unvollkommen von der Umwelt zu
isolieren. Die Fourier-Spektren zeigen dann keine scharfen Linien. Sie bestehen aus sehr breiten
Verteilungen und sind kaum auszuwerten. Ferner ist es fiir natiirliche Systeme in der Regel nicht
moglich, alle physikalischen Groéflen des Systems messtechnisch vollstindig zu erfassen. Oft
misst man nur die zeitliche Entwicklung einer einzigen Observablen.

Solche Systeme kénnen dann mit nichtlinearen Methoden wesentlich besser analysiert werden als
mit linearen. Experimentell zugingliche Systeme mit nichtlinearen Phinomenen sind unter ande-
rem:

e Elektrische Oszillationen in Halbleitern,

e Laser bei hoher Pumprate,

¢ hydrodynamische Systeme (Taylor-Couette, Bernard-Rollen,...),

e Plasmaentladungen,

e clektrische und magnetische Aktivititen in Nervensystemen (EEG),
e clektrische und magnetische Aktivititen in Herzen (EKG),

¢ Blutflussgeschwindigkeiten im Adersystem,

e TFluktuationen der Pupillenweite,

o Wetterdaten,

o Aktienkurse,

Die Figuren Fig. 1-1 bis Fig. 1-4 zeigen verschiedene Beispiele von Zeitreihen mit steigendem
Komplexitatsgrad. Die Ergebnisse verschiedener konventioneller Analysen sind dargestellt. Ge-
koppelte Schwingungen mit rationalem oder irrationalem Frequenzverhiltnis lassen sich sehr gut
mit den konventionellen Methoden analysieren. Bei komplexeren Zeitreihen, in Fig. 1-3 ist das
der Lorenz-Attraktor und in Fig. 1-4 die Blutflussgeschwindigkeit in Hautkapillaren, sind diese
Methoden weniger geeignet. Die Fourier-Spektren zeigen keine scharfen Linien und die Autokor-
relationsfunktionen gehen sehr schnell nach null.

Hier miissen moderne Methoden der Chaos-Theorie zum Einsatz kommen. Dazu gehoren:

e die Rekonstruktion kompletter Systemtrajektorien aus eindimensionalen Zeitreihen,

e die Bestimmung von Einbettungsdimensionen und weiteren Rekonstruktionsparametern,

e die Isolierung einzelner Freiheitsgrade mit der Biorthogonalzerlegung,

e die Charakterisierung rekonstruierter Systemtrajektorien mit fraktalen Dimensionen, Lyapu-
nov-Exponenten, Entropie und
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die Wavelet-Analyse.

Diese Methoden sollen im Folgenden vorgestellt und diskutiert werden.
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Analyse der Uberlagerung zoweier Schwingungen mit rationalem Frequenzwerhiltnis. Oben ist die Zeitreibe 3u

sehen, darunter die Autokorrelationsfunktion. Die Korrelationsfunktion weist auf eine periodische Funktion hin.

Unten links ist die zweidimensionale Rekonstruktion des Phasenraumes dargestellt und unten rechts das Fourier-
Fig. 1-1

Spektrum.
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T=sin(2*pi*t)+sin(GW*f)
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Analyse der Uberlagerung zweier Schwingungen mit irrationalem Frequenzwerhdliis (GW stebt fiir den Golde-
nen Winkel von 137.5°). Oben ist die Zeitreibe u sehen, darunter die Autokorrelationsfunktion. Die Korrelati-
onsfunktion weist auf eine quasiperiodische Funktion bin. Eine Periode ist dentlich zu erkennen, jedoch erreicht
die Korrelationsfunktion nicht mehr den Wert 1.

Unten links ist die zweidimensionale Rekonstruktion des Phasenranmes dargestellt und unten rechts das Fourier-
Spektrum. Das Fourier-Spektrum zeigt noch klar die beiden Schwingungen, die enthalten sind. Es unterscheidet
sich nicht von dem einer periodischen Zeitreibe. Die Phasenraunmrekonstruktion weist bereits auf eine komplexere
Schwingungsform bin. Die Trajektorie liegt auf einem Torus.

Fig. 1-2
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LorenzAtraktor
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Analyse einer Komponente des Lorenz-Attraktors. Oben ist die Zeitrethe u seben, darunter die Autokorrelati-
onsfunktion. Die Korrelationsfunktion fallt schnell nach null ab und weist damit anf chaotisches oder stochasti-
sches Verhalten hin.

Unten links ist die zeidimensionale Rekonstruktion des Phasenraumes dargestellt und unten rechts das Fourier-
Spektrum. Die Phasenranmrekonstruktion eigt sehr schin die beiden Fliigel des 1orenz-Attraktors, mit dem
Fourier-Spektrum hingegen ist kanm noch etwas anzufangen.

Fig. 1-3
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Blutflu® in Hautkapillaren
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Analyse des Blutflusses in den Kapillaren der menschlichen Hant. Oben ist die Zeitreibe u seben, darunter die
Autokorrelationsfunktion. Die Korrelationsfunktion fallt schnell nach null ab und weist damit auf chaotisches
oder stochastisches 1 erbalten hin.

Unten links ist die zweidimensionale Rekonstruktion des Phasenranmes dargestellt und unten rechts das Fourier-
Spektrum. Beides weist anf chaotisches oder irregulires 1 erhalten hin, bieten jedoch keine Grundlage fiir quanti-
tative Aussagen .

Fig. 1-4

Lineare Methoden der Analyse

Lineare Methoden beruhen auf dem Superpositionsprinzip, d.h. auf der Annahme, dass sich ein-
zelne Freiheitsgrade des Systems ungestort iberlagern. Nichtlineare Kopplungen zwischen ver-
schiedenen Freiheitsgraden werden nicht bertcksichtigt. Ferner erlauben sie nicht, zwischen cha-
otischem und stochastischem Verhalten zu unterscheiden.

Die Fourier-Analyse

Fur eine Zeitreihe
&, =E(nA), ne{l.Ny,}, (1-1)

gewonnen mit dquidistanten Zeitintervallen Az lautet die diskrete Fourier-Transformation

—
—
o

z £ ezm(kfl)(nfl)/NDm’ ke {1..NDM}. (1-2)

1
. \)NDat ne{l..Np, } '

In erster Linie interessant ist dabei das Leistungsspektrum
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Plo,)=]E,] (1-3)

mit o, = 27f und der Abtastrate f[Hz]

Dat

Die Abtastrate fist durch die Anzahl der Messpunkte pro Sekunde festgelegt.

Die Autokorrelationsfuntktion
Die Autokorrelationsfunktion ist definiert durch

C(r)=— > EEL. (fir r<<Np,),

NDat ne{l ..NDa,}

(1-4)

mit re{l.N,,} und §k=§k—<§>=§k—Nl {Z £

L.Npy}

Fir periodische Zeitreihen zeigt die Autokorrelationsfunktion genau die gleiche Periode wie die
Zeitreihe selbst. Die Periode kann so sehr sicher bestimmt werden. Fiir chaotische Funktionen
klingt die Funktion mit der Zeit nach 0 ab. Die Zeit fiir das Abklingen ist ein Mal3 fiir das Chaos.
Je schneller benachbarte Trajektorien divergieren, desto kiirzer ist auch die Abklingdauer von C.

Die Autokorrelationsfunktion enthalt dieselbe Information wie das Leistungsspektrum, es han-
delt sich lediglich um eine andere Darstellung. Das ergibt sich aus der Fourier-Transformierten
des Leistungsspektrum:

1 - (1-5)
C(T) = Z § 5 n+r
N n
Dat ne{l..Np,}
— 1 1 Eke_zm(k_l)(”‘l)/NDm E*ez”i(l‘l)(”_“f)/NDal
NDat NDat kl€{l.Np, }
ne{l..NDa[}
_ 1 1 EkE* e—Zﬂi(n—l)(k—l)/NDm eZﬂi(Z—I)T/NDm
fN—
Npar N par k1e{iVp, ) Noudi

ne{l..NDm}

_ 1 Z kE’:eZM(k—l)r/NDa,

NDat ke{l..Np,, }

_ 1 z |Ek|2€2m(k_l)r/ND”‘.

N s kefiNp)

[1]

Mit Hilfe der Fast-Fourier-Transformation (FFT) kann die Autokorrelationsfunktion so sehr
schnell berechnet werden.

Die Rekonstruktion des Zustandsraumes

Die Problematik

Experimentell konnen in der Regel nicht alle Observablen bestimmt werden, es wird oft nur eine
physikalische Grof3e als Funktion der Zeit gemessen. Ganz extrem ist die Situation bei unendlich
dimensionalen Systemen. In der Hydrodynamik wird zum Beispiel das Geschwindigkeitsfeld oft
an nur einer Stelle gemessen oder bei medizinischen Untersuchungen wird eine Grof3e wie der
Blutdruck oder die elektrische Aktivitit des Herzens (EKG) oder Gehirns (EEG) bestimmt. Un-
abhingig davon kann unter Umstinden das gesamte System beurteilt werden. Das geschieht
durch die Rekonstruktion der Systemtrajektorien in einem Einbettungsraum.
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Die Einbettung

Unter einer Einbettung versteht man die

topologisch dquivalente Zuordnung des unbekannten Attraktors im unbe-
kannten Phasenraum aus einer eindimensionalen Zeitreihe.

Aus Zeitrethen wie in Fig. 1-1 bis Fig. 1-4 kénnen Trajektorien des Gesamtsystems in einem
Einbettungsraum rekonstruiert werden. Deren Eigenschaften entsprechen in vieler Hinsicht de-
nen der unbekannten Phasenraum-Trajektorien:

e sie haben die gleiche Topologie,

e Nachbarpunkte im Phasenraum werden Nachbarpunkte im Einbettungsraum,
e sic haben die gleiche fraktale Dimensionen,

e sie habe die gleichen Lyapunov-Exponenten,

e sie haben die gleiche Kolmogorov-Entropie.

Es gibt verschiedene Méglichkeiten der Einbettung. Takens hat bewiesen [TAKES0], dass so-
wohl  zeitverzégerte Koordinaten X, 2(95”,5” 1> Crins ) als auch sukzessive Ableitungen

X, = (fn, &'LEM, ) Einbettungen ergeben.
Der Beweis beruht auf der linearen Unabhingigkeit der konstruierten Vektoren. Diese schopfen

alle Freiheitsgrade aus, die in der Zeitreihe enthalten sind. Das prinzipielle Vorgehen ist in Fig.
1-5 dargestellt.

Lorenz-Attraktor Komponenten des Attraktors Rekonstruktion mit x(t)
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Rekonstruktion von Systemtrajektorien in einem Einbettungsranm. Links ist die chaotische oder irregulire Tra-
Jektorie eines Systems dargestellt, hier speziell der Loreng-Attraktor. Eine Messung liefert nur unter Umstinden
nur einen Freibeitsgrad, hier um Beispiel die x-Komponente. Aus dieser lisst sich rechts die gesamte T'rajektorie
rekonstruieren. Der rekonstruierte Attraktor rechts hat mit dem urspriingliche Attraktor links viele Gemeinsam-
keiten, wie unten in der Mitte zu sehen ist.

Fig. 1-5

Hat ein System 7 Freiheitsgrade, so benoétigt die Einbettung im mathematischen Beweis 2r+7
Dimensionen. In der Praxis reichen meist weniger Dimensionen aus. Zur Rekonstruktion des
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Lorenz-Attraktors oder des Rossler-Attraktors reichen genau die drei Dimensionen der urspriing-
lichen Objekte aus.

Zeitverzigerte Koordinaten
Man definiert die Punkte des Attraktors im Einbettungsraum X, durch

) (e (1-6)

n

x,” Ciee rel,
X, = xr(13) =|&a ) ne {1"NPkt}’
Ny = Ny, —2(dim, 1),
xidimE) é:nJr‘r(dimE -1

Dabei ist 7 die sogenannte Zeitverzogerung und wird in Anzahl von Datenpunkten angegeben.
dim,; ist die Dimension des Einbettungsraumes. Beide Parameter miissen geeignet gewahlt wer-
den, zum Beispiel mit Hilfe des Fullfaktors, der weiter unten eingefithrt wird.

Das Beispiel des harmonischen Oszillators:
Die kanonischen Variablen (g,0) des harmonischen Oszillators bilden im Phasenraum eine Ellip-
se. Als kontinuierliche Zeitreihe kann man

q(t)=sin(wt + a) (1-7)

wihlen, wobei @ und o die Winkelgeschwindigkeit und die Phasenlage des Oszillators kenn-

zeichnen. Die Darstellung im Einbettungsraum mit einer Zeitverzogerung Ar=x/ (2w) mit a=0
ist

(q(t), gt + zi)] - (sin(a)t),sin(a)t + %)j = (sin(e1), cos(wrt) ) = (q(t), p(1)).- (1-8)
w

Bei einem ganzzahlig Vielfachen von 7 als Verzogerungszeit wire wegen
sin(wt +nr)=sin(or) (1-9)

Die Einbettungs-Trajektorie wire 1-dimensional, also entartet. Die Einbettung wire extrem
schlecht. Eine optimale Einbettung des harmonischen Oszillators erhilt man offensichtlich fiir

Ar=r/ (2w). Fur periodische Prozesse wird dieser Wert immer eine gute erste Wahl fiir die Ver-
z6gerungszeit 7 sein. Der Sachverhalt ist in Fig. 1-6 illustriert.
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Einbettung eines
harmo?ischen Oszillators
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Harmonischer Oszillator im Einbettungsranm. Eingebettet wurde mit Zeitverzigerten Koordinaten. Eine optimale
Einbettung erbalt man fiir die Zeitverzigernng t=m/ 20. Sehr ungiinstig ist die Wahl =1/ o.

Fig. 1-6

Beispiel Lorenz-Attraktor:

Fig. 1-7 zeigt noch einmal den Lorenz-Attraktor mit seinen drei Komponenten. In Fig. 1-8 sind
dann zweidimensionale Einbettungen aus der x-Komponente mit verschiedenen Zeitverzégerun-
gen 7 dargestellt. Gute Werte liegen um 7=40. Kleinere 7-Werte fithren zu einer schlechten Ent-
faltung, groBere Werte zu einer Uberfaltung. In Fig. 1-9 sind dann dreidimensionale Einbettun-
gen aus allen drei Komponenten des Attraktors fiir eine Zeitverzégerung von 7=40 dargestellt.

100+ Lorenz-Attraktor
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m
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Der Lorenz-Attraktor oben und seine drei Komponenten als Zeitreihen unten.

Fig. 1-7
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7=1 =13

Rekonstruktionen des Lorenz-Attraktors in zwei Dimensionen aus seiner x-Komponente. Kleine 1 erzigerungs-
zeiten T fithren zu keiner guten Entfaltung der einzelnen Freibeitsgrade. Zn grofe T-Werte fiibren gu einer soge-
nannten Uberfaltung. Der optimale T-Wert liegt etwa bei 40.

Fig. 1-8
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Rekonstruktion des Lorenzattraktors aus der x-, y- und 3-Komponente mit einer Zeitverzogerung t=40. Die
Rekonstruktion aus der x- und y- Komponente geben die Form des Attraktors sebr schon wieder. Bei der Rekon-
struktion aus der 3-Komponente ist der Attraktor verzerrt, hat jedoch die gleichen Charakterisierungsgrofien wie
die anderen beiden Rekonstruktionen.

Fig. 1-9

Bestimmung der Einbettungsparameter

Fir die Rekonstruktion eines Attraktors im Einbettungsraum miussen die Parameter Zeitverzoge-
rung 7 und Einbettungsdimension dzz;; méglichst optimal gewihlt werden. Der Einbettungsraum
sollte optimal ausgenutzt werden. Ziel ist eine maximale Separation der Trajektorien und eine
Entfaltung moglichst aller Freiheitsgrade. Damit einher geht eine Reduzierung von Mehrdeutig-
keit. Es gibt verschiede Strategien, diese zu erreichen.

Das Waber-Produkt

Es wurde von Liebert, Pawelzik und Schuster eingefithrt und ldsst sich direkt aus dem Taken-
schen Einbettungstheorem herleiten. Man nutzt als einziges Argument die Tatsache, dass Einbet-
tungen topologische Abbildungen darstellen. Es werden Nachbarschaftsrelationen auf dem

Attraktor definiert, aus denen sich dann die Gute der Einbettung ablesen lisst. Eine ausfiihrliche
Beschreibung findet man in [BUZU93].
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Das Verfahren ist numerisch recht aufwendig und eignet sich nicht fiir verrauschte Datensitze.

Zdhlen der ndchsten Nachbarn

Hier fordert man eine maximale Separation von Trajektorien im Einbettungsraum. Trajektorien
mit unterschiedlichen Richtungen sollen einen maximalen Abstand haben. Es wurde ein lokales,
statistisches Mal3 entwickelt, mit dem sich die Separation quantitativ beurteilen lasst.

Auch dieses Verfahren liefert nicht in allen Fillen brauchbare Ergebnisse fiir eine optimale Zeit-

verzogerung7. Signifikante Werte fiir eine minimale notwendige Einbettungsdimension sind nur
tir periodische und quasiperiodische Attraktoren relativ sicher abzuschatzen. Weiter Einzelheiten
findet man in wieder in [BUZU93].

Der Fiillfaktor

Beim Fullfaktor macht man rein geometrische Annahmen tber den Attraktor. Man definiert glo-
bal Volumenelemente im Einbettungsraum. Bei einer optimalen Aufspannung des Attraktors
sollten diese besonders grof3 werden. Bei zu vielen Dimensionen sollten diese Volumen wegen
der linearen Abhingigkeit der Basisvektoren gegen null gehen.

Ein besonderer Vorteil des Fillfaktors ist die gleiche Gewichtung aller Koordinaten. Aullerdem
liegen alle Stiitzpunkte auf dem rekonstruierten Attraktor.

Algorithmus ur Berechnung der mittleren 1 olumina von Parallelepipeden:

Um die Eckpunkte der Parallelepipeden festzulegen, trifft man eine zufillige Auswahl von di-
mpt1 Indizes 7, (rm = Zufallszahl € {I..N Pm}) . Die dim;+1 Indizes reichen zur Bildung eines

dim;;-dimensionalen Parallelepipeds aus.

Dann bestimmt man die Differenzvektoren

6 -t (1-10)
é:roJrr T

d,(7)=

§r0 +r(dimg-1) gr,, +7(dimz -1)

Fur ne{l,...,diny} hat man eine ausreichende Anzahl von Kanten fir das Parallelepiped.
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Rekonstruktion der Trajektorie eines Harmonischen Oszillators in gwei Dimensionen. Links und rechts wurden
zwei verschiedene 1 erzogerungszeiten T verwendet. Die Hilfsvektoren 1, r, und r, und die Differenzvektoren d,
und d, sind eingezeichnet. Die ansgefiillte Fliche kennzeichnet das zweidimensionale 1 olumen, welches berechnet
wird. Der Fiillfaktor ergibt sich aus dem Mittelwert vieler solcher 3ufdllig gewdblter 1 olumen.

Man bildet nun eine Matrix

M, o, (T): d,..., ddimE) (1-11)
und kann dann das Volumen des Parallelepipeds bestimmen als
VdimE,ro (T) = ‘det(MdimE,ro (T)X (1-12)

Diese Grof3e ist invariant unter Vertauschen der Indizes.

Das mittlere Volumen F vieler Parallelepipede jeN |, ist dann

L Z Kd(/‘) (r) (1-13)

- ( ) _ Ny JEUNy ) —
(ke??vfat} {é:k } - ke{{lj\]r[l)m} {ék })

Es ist normiert auf das Volumen des umschlieBenden Wurfels.

Letztlich definiert man den Fullfaktor als Logarithmus dieser normierten Volumen

fam, (©) =10g o (Fyn. (0)) (1-14)

Die Interpretation des Fiillfaktors

Je groBBer das mittlere Volumen der Parallelepipede ist, desto groB3er ist auch der genutzte, einge-
schlossene Raum.

Bei zu kleiner Verzogerungszeit 7 sind die Koordinaten nahezu linear abhingig, der Fullfaktor ist
klein. Bei wachsendem 7 wachst zunichst auch der Fullfaktor. Das lokale Maximum des Fullfak-
tors bei kleinstem 7 kennzeichnet die optimale Zeitverzogerung.

Ein Minimum des Fiillfaktors bedeutet, dass 7 ungliicklich gewihlt ist. Eine Uberfaltung kann
allerdings nicht ermittelt werden.
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Mit zunehmender Dimension des Einbettungsraumes i, indert der Fillfaktor als Funktion der
Verzogerungszeit 7 seine Struktur. Ab einer bestimmten Dimension hort das dann auf, der Full-
faktor zeigt dann die gleiche Struktur wie bei kleineren Dimensionen, nur dass er immer kleiner
wird. Alle Freiheitsgrade werden dann bei der Rekonstruktion entfaltet und mehr Dimensionen
bringen keine neuen Entfaltungsmdéglichkeiten mehr. Daraus ergibt sich die optimale Einbet-
tungsdimension.

Bezspiele:
Harmonischer Oszillator
1 0
/_’——_\K_——_
0.5 g -5
= = dim_=1
£ 9 % __ dim_=2
% %—10 — dim_=3
05 I
“15
1 T
0 20 40 0 10 20
t T

Zeitreibe und Fiillfaktoren fiir den Harmonischen Oszillator. Mit NDat=256 und max(t)=16 71 ergeben sich
Jiir pif 2 die optimale Versigernngszeit T=256*(pi/2)/ (16pi) =2°)2'=2"=8. Sehr schlecht ist der Wert
=16.

Fig. 1-10

Wechsel von Schwingungen
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Zwei Schwingungen wechseln sich ab. Der Wert fiir die optimale 1 erzigerungszeit ist 7=40, die Dimension
din,=4.

Fig. 1-11
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Uberlagerung von Schwingungen
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Zwei Schwingungen werden iiberlagert. Der Wert fiir die optimale 1 erzigerungszeit ist =40, die Dimension
dim;=4.

Fig. 1-12

Verschiedenen Schwingungen
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Verschiedene Schwingungen iiberlagern sich und wechseln sich ab. Der Wert fiir die optimale 'V erzigerungszeit ist
=40, die Dimension dimy, ist grofer als 6.

Fig. 1-13
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Rossler-Attraktor
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x-Komponente des Rissler-Attraktors. Der Wert fiir die optimale 1V erzogerungszeit ist 7=12, die Dimension
diny, =4.

Fig. 1-14

Lorenz-Attraktor

0
20 -1
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= — dim =3
20 -4 _ g::Elg
J— dimE=B
. . -5 . n
0 2000 4000 0 20 40
Datenpunkte N Zeitverzégerung t

x-Komponente und Fiillfaktoren fiir den Loreng-Attraktor. Eine zweidimensionale Einbettung fiibrt bereits zu

einer sehr guten Rekonstruktion. Die 1 erzogernungszeit liegt sebr unkritisch im Bereich zwischen =20 und
—=40.

Fig. 1-15
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LASER-Doppler-Blutflu®
0

dim_=1
— dim_=2 |

— dim_=3 |

dim
— dim
— dim

20 40
Datenpunkte N Zeitverzdgerung t

Zeitreihe einer LASER-Doppler-Flussmessung und die darans berechneten Fiill-faktoren. Vier Dimensionen
reichen fiir eine gute Einbettung aus, die optimale V erzigerungszeit ist 7=4.

1 1
N -3

1
w
m m

Flll-Faktoren

A

=4
=5
=6

m m m m

1
)
o

Fig. 1-16

Die Biorthogonalzerlegung

Die Orientierung eines rekonstruierten Attraktors im Einbettungsraum ist eher zufillig. Die ein-
zelnen Koordinatenrichtungen haben nichts mit den urspringlichen Koordinaten des Phasen-
raumes zu tun. Es macht daher auch wenig Sinn, die einzelnen Komponenten des rekonstruierten
Attraktors zu betrachten.

Es wire natiirlich sehr interessant und hilfreich, den Attraktor im Einbettungsraum so zu rotie-
ren, dass die einzelnen Richtungskomponenten wieder Sinn bekommen. Wenn méglich, sollte
eine bestimmte Richtung im Einbettungsraum einem ganz bestimmten Freiheitsgrad des Systems
entsprechen. Fir einen Oszillator sollte zum Beispiel die eine Richtung mit der Auslenkung und
die andere mit der Geschwindigkeit zusammenfallen.

Eine solche Rotation des Attraktors im Einbettungsraum ist in vielen Fillen tatsichlich méglich.
Die einzelnen Freiheitsgrade konnen dann zumindest niherungsweise isoliert, gesondert darge-
stellt und betrachtet werden.

Dazu bestimmt man im Einbettungsraum Richtungsvektoren v, , fir welche die Summe der Pro-
jektionen aller Attraktorpunkte maximal ist. Dies fithrt in den meisten Fillen zu einer guten Ent-
kopplung der einzelnen Freiheitsgrade. Das Vorgehen ist dhnlich dem bei der Hauptachsentrans-
formation in der Mechanik.
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Attraktorpunkte X

Attraktorpunkte im gedrebten Raum. Die Ranmrichtungen werden so bestimmt, dass die Koordinaten der Punkte
in der ersten Koordinate v, am Grifsten sind, in der zweiten Koordinate am gmweitgrifSten usw.

Fig. 1-17

Der erste Schritt besteht in einer Koordinatenverschiebung, die den Attraktor im Finbettungs-
raum zentriert

y | (1-15)

2 (1-16)

Die Tilde wird im Folgenden weggelassen.

Dann wird eine Entwicklung der Einbettungstrajektorien in die noch unbekannten, optimalen
Richtungen angesetzt

o (1-17)
ke{l..dimE}

Die optimalen Richtungen », werden dann durch die Extremalbedingung

1 Z(;{n.ﬁk)zzmax \ ke{l..dimE}

N Pt ne{l.Np,}

(1-18)

bestimmt. In Fig. 1-17 wird veranschaulicht, wie diese Bedingung die 'Hauptachsen' des Attrak-
tors festlegt. Schrig liegende Achsen wiirden immer zu kleineren Projektionswerten fihren.

Zusitzlich fordert man noch als Nebenbedingung die Normiertheit der neuen Basisvektoren
(7,) =1 (1-19)

Nun wird eine Variation mit Lagrange-Parametern durchgefihrt:

1-20
%W[L Z(in-vk)z—zk(v;—l)]w (720

NPkt ne{l.Np, }

Die partielle Differentation fihrt auf
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1 .. - 1-21
— Z2xx v, —24,v, =0 oder (1-21)
Nsz ne{lank,}
z [ ZX(") (p)] v = 4vVo e {I..dim, },
pe{lndimE} NPk[ ne{l Npk,}
also auf das Eigenwertproblem
Rv, =4V, (1-22)
mit den Matrixelementen der Kovarianzmatrix
_ wa) (») (1-23)
NPkt ne{l.Np |
Die einzelnen Komponenten kénnen dann betrachtet werden als neue Zeitreihen
J’ik ) =% -9 ‘| (1-24)

Die Eigenvektoren v, sind orthogonal und normiert. Die Eigenwerte A, werden so geordnet, dass

A, >A, V k</ist. Bei entsprechend normierten Zeitreihen gilt ferner fiir die Spur der Kovarianz-
matrix

1-2
Spur(R) = N Z = ZZ =1 (1-29)

Phkt nefl. N,,,,} ke{l dim }

Berticksichtigt man nur die ersten £ Komponenten der B1orthogonalzerlegung, wird der Fehler

| 2 (1-26)
EK = Z Zyn = Z Z‘x Vkvk
Npk, nefl. N,,k,} ke{l.K} Npkt ne{l. Npk,} ke{l.K}
1 - - e .
=— Z (xf -2 Z(xn -vk)2 + Z(xn V)V, V(X -vk,)]
NPkt ne{l.Np, } kel{l.K} kk'efl. K}
1 ﬁz 1 S
=— X, — E— X, X, V, |'V
NPkt ”e{§m} ke%K}[NPkt ne{l.Np, } kj ’
=1- Y 4.
ke{l.K}

Man sieht also den Eigenwerten 4, genau an, welche Komponenten unwichtig sind!

Das Beispiel des Harmonischen Oszillators
Fir den Harmonischen Oszillator kann man eine kontinuierliche Zeitreihe und die Einbettungs-
Trajektorie durch

sin(7) (1-27)
x(t)=| sin(t + At)
sin(z + 2At)

beschreiben. Die Kovarianzmatrix ergibt sich dann zu
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. | 1 cos(At) 2cos(At)’ —1 (1-28)
R= (? | x('”)(t)x(")(t)dtj =-|  cos(an 1 cos(A?)
0 2cos(At)’* =1 cos(At) 1

Dabei war auf T=707 gesetzt. Die Eigenwerte und Eigenvektoren ergeben sich dann zu

A =%+ cos(Ar)?, A, =sin(Ar)*> und A, =0 (1-29)
und
cos(At)
- / 1
V= |———— 1 |
cos(2At) + 2
cos(At)
1
- 1
v, =,/—| 0 | und
2
-1
1

Vv, = _ —2cos(At) |
2cos(2At)+2 {

Die Komponenten der Trajektorien im Finbettungsraum vor und nach der Biorthogonalzerle-
gung sind in Fig. 1-18 dargestellt. Dabei wurde eine offensichtlich ungtinstige Verzogerungszeit
Ar=0.5 gewihlt. Nach der Biorthogonalzerlegung hat man trotzdem genau die bekannten Phasen-
raumverhiltnisse des Harmonischen Oszillators. Es gibt zwei Freiheitsgrade, die um eine viertel

Phase versetzt sind. Der dritte Freiheitsgrad ist redundant und erscheint im rotierten Oszillator
nicht mehr.

3 rekonstruierte 3 Komponenten nach der
Komponenten des HO Biorthogonalzerlegung
1p : . : : :
0 | 5 1 /\ /\ A A -
=~ 0 >0
1 - ! - -
0 10 20 30 0 10 20 30
Zeitt Zeitt
Links: die drei Komponenten der Trajektorie im Einbettungsranm fiir t=107c und At=0.5
Rechts: die Komponenten nach der Biorthogonalzerlegnng entsprechend (1-24). Die Aquivalens zum Phasen-
raum ist komplett.

Fig. 1-18

Beispiele:

Tiibingen, den 02.02.2005 www.kbraeuer.de
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Wechsel von Schwingungen

0.57
=
';'; Zeitverz. © = 40
5 dim =6
00
E 1
£ 0 i
N-1F ,
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Zeitt
0 -
c
o
[oX
E-6
N
-8fF Ve

1 1 1 Fal 1 — | _—
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Zeitt

Biorthogonalzerlegung fiir die Zeitreibe in der Mitte. Oben sind die Basisvektoren (B1/) und die Eigenwerte
(EW) dargestellt, unten die sechs getrennten Komponenten der Trajektorie. Deutlich u seben ist, dass genan vier
Komponenten relevant sind.

Fig. 1-19

Uberlagerung von Schwingungen

0.57
=
w Zeitverz. 1 =40
2 dim_=6
5 img

00
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s

g1t
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Zeitt

0c ei
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c
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(=]

¥

-8F

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Zeit t

Wie Fig. 1-19, jedoch fiir eine Uberlagerung von Schwingungen.

Fig. 1-20
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Verschiedene Schwingungen

V Zeitverz. © = 40

dimE =6

o
o
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Zeitreihe

1
N

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Zeitt
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Komp
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Wie Fig. 1-19, jedoch fiir wechselnde Schwingungen. Hier werden alle sechs Dimensionen beansprucht.
Fig. 1-21

Rossler-Attraktor

Zeitverz. 1 =12
dimE =6
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Komponenten

&
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Wie Fig. 1-19, jedoch fiir den Rossler-Attraktor. Zwei Dimensionen sind wirklich relevant und sind vergleich-
bar mit einem Oszillator. Die dritte Komponente des Rissler-Attraktors kann nicht gut dargestellt werden.

Fig. 1-22
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Lorenz-Attraktor
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Wie Fig. 1-19, jedoch fiir den Loreng-Attraktor. Die einzelnen Komponenten sind so miteinander verwoben,
dass sie mit diesem 1 erfabren nicht isoliert werden kdnnen. .

Fig. 1-23

LASER- Doppler Blutflu

=
Zeitverz. 1 =
: dlm -6
m
q) T
£ 2
ot ol ‘
6 §
N-2 1 1 1 1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0 Zeitt
A G M‘m it
[0]
L) o m i w i
%—4 r
£ -6 i ‘ | PRI -
(=]
X L
-8

s hnadh il PRy o ey dalnd ik ks Bl ook PUTPRE PRI PPy

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Zeitt

Wie Fig. 1-19, jedoch fiir LASER-Doppler-Blutflufs-Zeitreiben. Hier sieht man eine sebr schine Trennung der
Vasomotion als grofste Komponente von zwei Pulswellenkonmponenten. Weitere, sehr irveguldre Komponenten
sind von geringer Bedeutung..

Fig. 1-24

"Wavelets'

Motivation
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Zeitreihen geben die zeitliche Entwicklung einer physikalischen GréBe eines Systems wieder.
Fourier-Transformationen geben den Frequenzinhalt wieder, wobei zeitliche Aspekte vollig ver-
loren gehen. Ein extremer Fall ist in Fig. 1-25 gezeigt. Fiir ganz unterschiedliche Zeitreihen erhalt
man fast identische Fourier-Spektren. Von Vorteil ist in dieser Beziehung die darunter gezeigte
Zeit- und Frequenzauflosung von Wavelets.

Beispiel 1 Beispiel 2

1 2
% 05 1
c
j
z 0 0
i)
82-05 -1

-1 2

1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
t [DatenPunkten] t [DatenPunkten]
'
< 1000 FET 1000 FFT
E
3
5 500 500
i
5
o
S 0
0 10 20 30 , 40 50 0 10 20 30 , 40 50
o [DatenPunkten™'] o [DatenPunkten™']

\T \ LLRLRRRRRRERATY)

Skalierungsebenen

ALLERLREARLED oLLLLLLLLELLARLLARELLARLARLLAR

1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
t [DatenPunkten] t [DatenPunkten]

Die zwei verschiedenen Zeitreiben oben links und rechts haben die gleichen Fourer-Spektra (Bildmitte). Die Wa-
velet-Analysen unten unterscheiden sich dann wieder charakteristisch, sie lisen sowohl die Zeit (x-Achse) als anch

die Frequenz (y-Achse) anf.

Fig. 1-25

Bei der Fourier-Analyse projeziert man die Zeitreihe auf ebene Wellen ¢

(1-30)

N 1 % ,

S(w)=——=—| S(t)e""dt.
(@)= 50

Damit erhilt man eine scharfe Frequenzauflosung, jegliche Zeitinformation geht jedoch verloren.

Um sowohl eine Zeitauflosung als auch eine Frequenzauflésung zu bekommen, wihlt man zeit-
lich begrenzte Funktionen f{?) wie in Fig. 1-26 und projiziert auf diese. Damit erhilt man eine
Zeitauflosung. Fir die Frequenzauflosung werden die Funktionen zusitzlich skaliert:

£.0) =%f(at)- (1-37)

Der Faktor sorgt dafiir, dass bei der Skalierung die Norm erhalten bleibt. Zusitzlich soll das In-
tegral iber die Wavelets fverschwinden.

Die Wavelet-Darstellung ergibt sich dann als
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Fa,t)=[f,(t=1)S(t")dt". (1-32)
Eine beliebte Wavelet-Funktion ist der sogenannte Mexikaner-Hut

fO=@-ner? (1-33)

Er ist in Fig. 1-26 dargestellt. Als weitere Beispiele werden wir die Haar-Wavelets in (1-34) und
die Morelet-Wavelets in (1-47) betrachten.

Mexikaner-Hut

0.5
AN AS
05
f(t)=(t%-1)*exp(1+%/2)
15 0 5

Zeitt
Mexcikaner Hut als Mutter-W avelet.

Fig. 1-26

Man unterscheidet grundsitzlich zwei Arten von Wavelet-Transformationen: die diskreten und
die kontinuierlichen. Fig. 1-25 zeigt eine kontinuierliche, der Skalierungsparameter @ durchlauft
eine kontinuierliche Zahlenmenge. Man erhilt sehr schone Bilder und einen qualitativen Einblick
in die Zeitreihe. Die Darstellung enthalt jedoch sehr viel Redundanz. Diskrete Wavelet-
Transformationen stellen hingegen eine biorthogonale Entwicklung dar. Sie enthalten keine Re-
dundanz und sind umkehtbar, d.h. aus den Wavelet-Koeffizienten lasst sich die Zeitreihe rekon-
struieren.

Distkrete Wavelet-Transformationen mit Haar-W avelets

Die Wavelets fir die diskrete Transformation miissen biorthogonal sein und oft werden iterative
Verfahren zu ihrer Rekonstruktion eingesetzt. Sie lassen sich dann nicht geschlossen formulieren.
Eine Ausnahme sind die Haar-Wavelets, an denen sich die Ideen hinter der diskreten Wavelet-
Analyse daher halbwegs anschaulich diskutieren lassen.

Definition
Das Haar-Wavelet wird definiert durch
+1 Vte[0,1]; (1-34)
p(t)=1-1 Vee[Ll];
+0 sonst.

Ein vollstindiger Satz von Basisfunktionen ergibt sich mit
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Yo (t)= 2_”’/21//(2_”’1‘ - n), m,n € L. (1-35)

m ist der Skalierungsfaktor und 7 ist der Verschiebungsfaktor. Diese Basisfunktionen sind ortho-
gonal, wie leicht aus Fig. 1-27 zu ersehen ist. Die einzelnen Funktionen einer Skalierungsebene 7
haben keinen Uberlapp und bei unterschiedlichen Skalierungsebenen ist die Funktion mit gréBe-
rem Skalierungsparameter 7 da konstant, wo die andere Funktion ihre nicht-verschwindenden
Funktionswerte hat. Es gilt also

<l’//ma” (t)‘l//m',n' (t)> = é‘n,n'é‘m,m" (1-36)
1 1 1
oo F1o P
-1 -1 1
0 3] 10 0 5 10 0 ) 10
1 1 1
For iy P,
0 0 0 y_l_‘
-1 -1 1
0 3] 10 0 5 10 0 ) 10
1 " 1 1
02 ., Y,
0 0 0 I ‘
-1 -1 1
0 3] 10 0 5 10 0 ) 10
Einige Haar-Basisfunktionen

Fig. 1-27

Der Vorteil dieser Haar-Wavelets besteht in ihrer besonders guten Lokalisation in der Zeit. Mit
wachsendem 7 kann jeder Punkt beliebig genau lokalisiert werden. Dafiir haben sie dann jedoch
eine sehr schlechte Frequenzauflosung.

Entwicklung von Funktionen nach Haar-W avelets

Wir betrachten Funktionen, die in den Intervallen /#2"°, (n+1)2"[ konstant und auf das Intervall
2", 2" [ beschrinkt sind. Mit groBen Werten fiir 7, und 7, kann jede beliebige, stetig differen-
zierbare Funktion beliebig genau angenihert werden.

Mit den sogenannten Skalierungsfunktionen der Haar-Wavelets
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26
my 2 —mq —my . 1-37
o (1) {2 Vee[n2™ (n+127"; (1-37)
0 sonst;
kann diese Funktion auch durch
5= YA, .0 (1-38)
ne{-N,.,N-1}

mit

N=2m und ) =272 plm)(yom )

dargestellt werden.
Nun kommt der wesentliche Schritt. Man betrachtet zwei benachbarte Intervalle [27*2

" 2n+1)*27") und [(2n+1)%2"", (2n+2) *27°). In diesem Bereich wird unsere Funktion nach

(1-38) durch

](‘2(;’”0 )¢—m0,2n( )+ f2n-¢r—nl(J ¢—mo 2n+1(t) (1-39)

beschrieben. Nun stellen wir die Funktion in diesem Bereich dar, zum einen durch eine gemittelte

Funktion und durch die Abweichung vom Mittelwert

(o (1-40)
f‘nfbﬂ—l\/—¢m +1,n ( ) und

( ’"0 _
fn 2 2n+1 \/_l//_m0+1,,( )

Mit Hilfe der Definitionen
m(]+ mo —m (1-4 1)
f,,( y T( f2n + fz nt ) und
dr(l " +1 \/_ (f‘Zn ’"0 2;14’:;0))
lasst sich die Funktion in den beiden Intervallen nun als
(1-42)

f;z(_mO)¢—m0+l n( )+d( mO l//—m +1, n( )

angeben. Wenn man dieses Vorgehen nun auf alle Intervalle ausdehnt, erhilt man auf dieser Ska-

lierungsebene 7,

f(_mO)(t) — f(_mn"'l)(t) + d(_mo +l)(t) (1-43)
= Z.f‘n(imOJrl)gp—anrl,n(t)_’_ Zd}g’m0+1)l//7m0 +1,n (t)

ne{-N/2,.,N/2} ne{-N/2,.,N/2}

Dieses Vorgehen wird auf allen Skalierungsebenen wiederholt. Die Funktion wird jeweils durch
den Mittelwert auf einer hoheren Ebene und durch die Abweichungen dazu dargestellt. Am En-

de bleibt
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=0 S, 0) (1-44

mej—my+1,..,m; },
my—m my—m—
ney=2"", 2™ ‘}

tibrig. In (1-44) ist /”(2) fir das entsprechende Beispiel dargestellt. Man will nun auch noch die-
sen Teil los werden. Dazu stellt man sie im Intervall -2, 27*') dar durch den Mittelwert und

/2
2™ quf

eine Haar-Funktion. Dabei dndert sich die Norm des neuen Mittelwertes von ‘ fo(m‘)

‘ fo('"‘) 2m=D2 \Wiederholt man dieses Vorgehen M mal, ergibt sich endlich die ausschlief3liche,

zweidimensionale Entwicklung nach den Wavelets

)= Y ), (1-45

me{—mo +1,..,m +M },
HE{_zml—m 2 }

Der zu M gehérende Fehler ist

feul =

)2<mlfM>/z (1-46)

Kontinuierliche Wavelet-1ransformation

Kontinuierliche Wavelet-Transformationen ergeben einen oft beeindruckenden qualitativen Ein-
blick in eine Zeitreihe. Diese kann ruhig chaotisch oder stochastisch sein. Als Wavelet-Beispiel
betrachten wir das von Morlet.

Ein Morlet-Mutter-Wavelet ist zum Beispiel gegeben durch

w (x)=cos(cx)exp(—x*), ¢=15.382, (1-47)

I w(x)dx=0.

—00

Die Konstante ¢ ist dabei so gewihlt, dass das Integral iber das Wavelet null ist. Die skalierten
Wavelets haben die Form

v, (x)=ay (ax), (1-48)
J (.0 d=a] (v )] o= ] v )

—00 —00

wobei der Faktor Va fiir cine skalenunabhingige Normierung sorgt. Vier skalierte Morelet-
Wavelets sind in Fig. 1-28 zu sehen. Da sich in der Darstellung die Breite der Wavelets jeweils um
den Faktor 2 unterscheidet, spricht man von verschiedenen Oktaven.
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Morelet Wavlet fur die Skalierungsebenen n=1,2,3 und 4

2 2
0 oM
1 1
=0 >0
-1 -1
'?2 0 2 '?2 0 2

~—

t
2 2
¥, Yot
1 1
> o—wfv “&»— -0
0
t

1 -1
% 0 2 2 2
t
Morelet Wavelets y, auf den ersten vier Oktaven (n=1,2 3 4, a=2").
Fig. 1-28

Die kontinuierliche Wavelet-Transformation ist dann durch

Cop=[s(6)w, (t=b)dt=~a[s(t)y(a(t—b))dt (1-49)

gegeben. a ist dabei der Skalierungsparameter. In der Regel wihlt man fir ihn die Werte

a= 2)1/m’ me {1 N }’ ne {1“N(Stimmen)N(Oktaven) } ) (1-50)

* = ¥ Stimmen

N7 ist dabei die Zahl der Stimmen pro Oktave und NiO#a=) ist die Anzahl der Oktaven der
Darstellung.

Zur Durchfihrung des kontinuierlichen Wavelet-Transformation beachtet man am Besten, dass
die Koeffizienten C,, als Korrelationsfunktion des Wavelets der Skalierungsstufe « beziiglich der
Zeit b interpretiert werden kann. Damit ldsst sich die Technik zur Berechnung der Korrelations-
funktion auf die Transformation anwenden:
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% (1-51)
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Mit Hilfe der Fast-Fourier-Transformation wird die Kontinuierliche Wavelet-Transformation
extrem schnell durchfiihrbar.

Einige Beispiele sind in den Figuren Fig. 1-29 bis Fig. 1-34 angegeben. Sie zeigen den Charakter
der Kontinuierlichen Wavelet-Transformation fiir Zeitrethen mit verschiedenem Komplexitits-

grad.

Wechsel von Schwingungen

1
o o
N O O
]
1 1

Amplitude

500 1000 1500 2000

o

WT
N
o

' FERRRRRRRRERRRY

FA RS S ESSS *
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Eine langsame Schwingung gebt in eine schneller jiber. Aus der Kontinuierlichen Wavelet-Transformation (CW'T
stebt fiir continous wavelet transformation) lisst sich die Frequeng, der beiden Schwingungen und der Zeitpunkt

des Uberganges ablesen.

40

Fig. 1-29
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Uberlagerung von Schwingungen
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Zwei Schwingungen diberlagern sich.
Fig. 1-30
Verschiedene Schwingungen
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Verschiedene Schwingungen iiberlagern sich und wechseln sich ab. Unten kann die Frequeng und der eitliche

Rabmen jeder Schwingung abgelesen werden.
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Fig. 1-31
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Analyse chaotischer Zeitreiben

Rdssler-Attraktor
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Wavelet-Analyse des Rissler-Attraktors. Es ist deutlich zu erkennen, dass eine relativ scharfe Frequeng vor-
herrscht, die nur leicht schwankt. Durchgebende vertikale Linien weisen anf Skaleninvariang und damit anch
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deterministisches Chaos hin.
Fig. 1-32
Lorenz-Attraktor
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Wavelet-Darstellung des Lorenz-Attraktors. Im Gegensatz zum Rissler-Attraktor sind hier sebr viele Skalie-
rungsebenen gleich stark vorbanden. Durchgebende vertikale Linien denten wieder anf die S kaleninvarianz, des chao-

Fig. 1-33
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LASER-Doppler-Blutflu3
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Wavelet-Transformation der Zeitreibe einer LASER-Doppler-Blutfluss-Messung. Das starkste Signal im oberen
Drittel rithrt vom Pulsschlag her. Dentlich 3u erkennen sind dessen Schwankungen. Dariiber siebt man Reflektio-
nen der Pulswellen von den Aderenden. Im unteren Bildbereich siebt man Einfliisse der Atmung auf den Blutfluss.

Fig. 1-34

Abschlie3ende Bemerkungen zur Wavelet-Transformation

Unschirfe

Verschiedene Wavelet-Basen unterscheiden sich durch Zeit- und Frequenzauflosung. Beides
kann nicht beliebig genau verbessert werden, es besteht eine Komplementaridt oder Unschirfe
genau wie in der Quantenmechanik. Fur jedes Problem muss eine geeignete Wavelet-Basis ge-
funden werden.

Datenkomprimierung

Eine wichtige Anwendung von Wavelet-Entwicklungen ist die Datenkomprimierung, speziell von
Musik- und Bilddateien. Der Ubergang zur Entwicklung zweidimensionaler Datenteihen ist dabei
kein Problem, man entwickelt eine Dimension nach der anderen. Hat man die diskrete Wavelet-
Darstellung einer Bilddatei, kann man so viele Details weglassen, wie vertretbar ist. Hierbei wird
die Eigenschaft der diskreten Wavelet-Entwicklung ausgenutzt, eine Entwicklung nach Detailstu-
fen zu sein.

Um eine optimale Datenkompression zu erhalten, sucht man spezielle Wavelet-Formen aus. Op-
timal ist dabei, wenn méglichst wenige Komponenten der Entwicklung méglichst grof3 und die
anderen mdglichst klein sind. Die kleinen kénnen dann einfach weggelassen werden, ohne dass
sich der Dateninhalt wesentlich andert.

Diese Technik wird heute bei standardmafBBigen Komprimierungsverfahren fir Computerbilder,
aber auch fir Musik-CD's erfolgreich eingesetzt.
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Unterdriickung von Rauschen

Mit Wavelets konnen sehr effektive Rauschfilter entwickelt werden. Durch optimierte Wavelet-
Formen erfolgt die Trennung von Signal und Rauschen, so dass die Rausch-Komponenten ein-
fach weggelassen werden konnen.

Visualisierung komplexer Zusammenhdnge

Wavlet-Entwicklungen eignen sich hervorragend zur Visualisierung von irregulidren Datenreihen,
weil sie eben eine Zeit- und Frequenzauflosung ermoglichen. Man erhilt einen manchmal iber-
wiltigenden Einblick in den Dateninhalt, der mit anderen Techniken kaum mdglich ist. Das gilt
vor allem fiir eine kontinuierliche Wavelet-Entwicklung.

Im Vergleich zur Biorthogonalzerlegung haben Wavelet-Entwicklungen den Vorteil, Darstellun-
gen in einer festen Basis zu liefern, so dass verschiedene Zeitreihen sehr gut miteinander vergli-
chen werden kénnen. Bei einer Biorthogonalzerlegung wird immer die fur jede Zeitreihe optimale
Basis bestimmt. Das ist natiirlich auch sehr vorteilhaft, erschwert jedoch manchmal den direkten
Vergleich verschiedener Zeitreihen.
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