Praktifum im wissenschaftliche Rechnen, 1 ertiefungsthemen u 1 ersuch 7: Die Methode der Finiten Elemente 1

1.Generator fur finite Elemente

Fur das Praktikum im Wissenschaftlichen Rechnen wird ein relativ einfacher Finite-Elemente-
Generator verwendet, der im Folgenden vorgestellt wird.

* Das Integrationsgebiet wird durch dessen Rand in Form eines Polygons beschrieben.
e Uber dieses Polygon wird ein Gitter gelegt.
* Es wird festgestellt, welche Gitterpunkte im Polygon liegen.

* Die Polygonpunkte und die mnneren Gitterpunkte bilden die FEcken der dreieckigen finiten
Elemente.

* Diese Eckpunkte werden durch eine Delaunay-Triangulation zu Dreiecken verbunden.

Polygon:
Die Form des Gebiets Q wird durch den Rand 0Q in Form eines Polygonzuges beschrieben

N (1)
Polygon: P, :(p’ j , iD{ 1.Np} , ( Randpunkte des Gebief
yii
Gitter:
Gitterpunkte: (g, 2)
"o,

], jof1.Ng}

~ 9nex T Gix L 9%y 9 N
=g, + N 1 (rk_l)@'l' Ns .y V(W_l)%

N; -1 N; -1
mit: n.nO{L.N}, j=n+Ng(n-1
Die Eckpunkte des Gitters missen so gewihlt werden, dass das gesamte Polygon tuberdeckt wird.
Py O G O, ], fiir alle jO{ 1.N.} G

I D[glyy, gNG,y], fur alle jO{ 1.N}

Inpolygon

Ob ein Gitterpunkt mnerhalb des Polygons liegt oder auBerhalb, kann durch Berechnung der
Windungszahl festgestellt werden.

Dazu betrachten wir den Verbindungsvektor zwischen Gitterpunkt und Polygonpunkt und be-
rechnen den Winkel dieses Vektors etwa zur x-Achse. Summiert man die Winkeldifferenzen tiber
das gesamte Polygon, ist diese Zahl 0 fir alle Gitterpunkte auBBerhalb des Polygons und 2n fur
alle Innenpunkte.
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Verbingungsvektor: p, - g, “#)
Winkel zurx -Achse: ¢! = arcc ? _ ?i )

P~ gj‘
0 fdrg;auBRerhalb

: 1 N
Windungszahl: w=—> gl = _
J . 2nz¢' 1 firg;innererhall
In MatLab steht 'Inpolygon' als Funktion zur Verfigung

In-Gitterpunkte

Von der Menge der Gitterpunkte werden nun aullerhalb des Polygons gelegenen entfernt.

In-Gitterpunkte: {Fl} :{gi|W=]}, kD{l--M < |\é} ()
| = 1 2 3 4 5 6.
w=i1l1 010 1..
k(j)=11 2 3 4 ...

Zuordnung: hk(j) =g,

Beispiel der Zuordnung:

Polygonpunkte + In-Gitterpunkte

- p farallel<N, )
A , 1D{LN, + N}
h furalleN,<I<N,

Delaunay-Triangulation

Die Polygonpunkte + In-Gitterpunkte werden abschlieBend als Eckpunkte von Dreiecken inter-
pretiert. Das Verfahren ist in der Numerik verbreitet, eine Beschreibung findet man auf
Wikipedia. MatLab stellt 'Delaunay’ als Funktion zur Verfiigung. Man erhalt eine Matrix 'tr1', wel-
che die Triangulation folgendermallen beschreibt:

Triangulation: | =tri (n k) (7)
mit: I0{1.N, +N,} Index des Gitterpunkte§

NO{1..Nyeed Index des Dreiecks

kD{1..3 Index des Eckpunktes im Dreie

Beschreibung des Algorithmus zur Triangulation:

http://de.wikipedia.org/wiki/Delaunay-Triangulation




2. Trommel mit Diriclet-Randbedigungen
Das Problem

. . AT=0 (8)
Gleichungssystem mit ijudA+ I (ﬁ\)DT’ dA J- G+ £ | gso.
Zwangskrafte am Rand 0 a0

und Randbedingung:

u=0, aufaQ®
Entwicklung
N 9
mit u= > ulls! und ®
i=1.N(®)
k=1..3

Indexmenge der
Randpunkte:

. » ( Lagrange-Mulitplikatoren,
Randintegral: [ g{'z®**9ds. > 7 ( Jrange b
o) i nicht wirklich relevant

N, ={]ON|x, 000}

> |2 [ #80dn+ [ (Dp0)(0g") daju) - ¥ zP =0
o) ol

Zusammen: N jONg

of) <

Ul =0 aufaQ
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Abbildung auf Stiitzstellen

Abbildung auf Stiitzstellen:U =TU ,D=TDT' , K= TKT (10)
U,
Rand
Sortiert nach Rand-und = _ U (s _(u®
Inneren Punkten: g G0
N(Rand)+l U
Innen
UN(StUtz)
Z,
Z=|:
ZN(Ram)
1 0 ]0 . O
Constrain-Matrix: N=| 0. 0 ... :|;ON®R"dx st
0 1/0 - O
Gleichungssystem und Lésung
| K N)U|_ (D o\u ("
Gleichungssystem: _ =4 ~
N 0) 3 0 o)z
G G
Unterer Teil: (10 ()U:(') =A(0 O U | = g®= o
Z i
0 0
RER R(RY 1) DRR p(RY o)
Oberer Teil: N N gt =i~ ~ gt
KR g0 0 - DR Bt 0 -
Z Z
RODGO = 450 G0)
Iso: - _
aiso 7 =(45") - k)G



3.Zeitliche Entwicklung der Membranverschiebung

Das Problem
Wellengleichung: G(x y )= V¥ AW xy) (12)
Gesc\rl1vv$ilr|1edri:;keﬁ )
Elastizitatsmodul
Abnsatz:
13
Ansatz: u(x,y)=> ¢ (1) y(xy (5

mit Au, (% Y)=A.u (%Y, A,<0,(aus FEM-Rechnui)
und _[ u, (x,y) u,( x y) d& QJ,, (siehe unten

Liosung:
I (14)
also: U=>¢u=-vV> |4 Gu, [0y, dA
Gew. DGL.: ¢,=-V|4,|c,
Losung: c.(t) =&, sifw,t)+b, cobw,l) , w.=w%A,
Anfangsverschiebung:
(15)
= t=0) = , | Ou dA
Vorgegeben: (%)= ulx ¥ =0=2, 6 Y -[ o
U(xy)=u(x yt=0)=0
Com = bm:IUODdeA
also: ’
¢m=a,=0  (Annahme zur Vereinfachuig
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Fiir finite Elemente:
Entwicklung: N Y (16)
u,= 3 Ul w= 3 ullgl
i=1.N(E) i=1NE)
k=1..3 k=1..
Uberlapp: - N ==
PP u, [ dA= w .l [ ¢V gt da= U, DU, = U,DU,,
ol i=1.N(E) al)
k,1=1..3 0
Dlg):g*%
(Masser?matri)(
:Grtnljﬁmamn
%,—/
Eom
also:
I Up Ly dA - =
- _U,bu,
m :t ~ ~
[ u,,da YsBY,
ol
Insgesammit: (17)
(x ¥ 9= heofw,§ u(xy
mit W, =V /]n
und b =0.DU_=0'DU



4. Freie Schrodinger-Gleichung mit FEM

Das Problem
. : Ch, . W
Schrodinger-Gleichung:——-0¢ = ——Ay
| 2m
Abnsatz:
Ansatz: ¢ (x.y1)=> ¢ (t)u(x.
mit Au, (% y)=A,u( %y (aus FEM-Rechnurjg
und I u, (x,y) 4,( x y) d& QJ,, (siehe untey
Liosung:
h h . %
also: —i—atq/ =T 26U = —%ZAncnun, J‘mmmf
2
Gew. DGL.: —_ﬁcm = —h—/]mcm
[ 2m
EEm>O
Losung: c,(t) =g, ="
=e(0
Startfeld:

Vorgegeben zur Zeit t=0:
Wahrscheinlichkeitsverteilung:p(x y, t= )& 0,(x ) =‘l/lo( X 3)‘

Impuls: P
Einfache Wah!: W, = poeirarx/h
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Fiir finite Elemente:

Ul gl) (22)

I

e
~z

G

i=1.N(®)
k=1..3
Uberlapp: A , .
u, [, dA= U, DU J ., (siehe FEM-Dynamik
also:
[w, A -
al) U,bY,,
COm = = ~, ~ ~
t
[ u,m,da UnDUn
ol
Insgesammit: - 23)
Yxy)=26,6""u( xy
mit K
En - om n
und _Ulpd, _U'pU,
" U,bU, By,
Anwendungen:

ZetflieBen eines ruhenden Wirkungsquantums ( p= O)
Propagation ( p# 0)

Propagation durch (Doppel-)Spalt

Geometrie zu Spalt_950 Gitter
' ) ' ) ' g
’ 4
0.5
0
-0.5
-1 tééé
15 A -0.5 0 0.5 1

Zuordnungsmatrix tri', NE=™™=1730:  Koordinaten der Stutzpunkte X' 'y', N"“*)=944;



