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LOGISCHE KONSTANTEN UND REGELN
1)

Zur Deutung von Aussagenoperatoren

von

Peter SCHROEDER-HEISTER, Konstanz

Im folgenden méchte ich skizzieren, daB eine Erweiterung des Ublichen
Regel- und Ableitungsbegriffes die Mdglichkeit bietet, ein befriedigendes Schema
fir Einfihrungs- und Beseitigungsregeln aussagenlogischer Operatoren anzugeben,
die als Bedeutungsregeln angesehen werden konnen. Abschnitte I - III entwickeln
die Idee ausgehend von Gentzens Bemerkungen zur Rechtfertigung der Regeln des
natirlichen SchlieBens, Abschnitt IV diskutiert mit dem gewdhlten Regelbegriff
verbundene Probleme, und Abschnitt V gibt einen Ausblick auf ein alternatives
Programm zur Rechtfertigung logischer Regeln.

I. Gentzens Programm und die Suche nach einem allgemeiner Schema

fiir Operatorenregeln

Zur philosophischen Signifikanz des 1935 von ihm entworfenen Kalkiils des
natiirlichen SchlieBens hat Gentzen nicht viel gesagt. Einige der wenigen Be-
merkungen jedoch, die man dazu bei ihm findet, lassen sich als Programm fiir eine
bestimmte Interpretation dieses Kalkiils lesen, die in neuerer Zeit vor allem von
Dummett und Prawitz in den Vordergrund gerickt wurde. Es geht dabei nicht
so sehr um den Aspekt, dem "wirklichen SchlieRen" durch einen Logikkalkdl mbg-
lichst nahe zu kommen, ein Aspekt, der Gentzen zur Namengebung des Kalkills ver-
anlaBte ({3}, 176), sondern vielmehr um die "beachtenswerte Systematik" ([3], 189),
welche die SchluBfiguren des Kalkiils aufweisen. Damit ist einmal gemeint, daB
jede Regel sich auf genau eine logische Konstante bezieht (jedenfalls beim
intuitionistischen Kalkiil); zum anderen, daB jeder logischen Konstante ein Paar
von Regeln zugehdrt, eine Einfilhrungsregel (E-Regel), deren Konklusion das
logische Zeichen als Hauptzeichen enthdlt, und eine Beseitigungsregel (B-Re-
gel), von der eine Pramisse (die Hauptprdmisse) das logische Zeichen als Haupt-
zeichen enthdlt. Dabei kann die E- bzw. B-Regel eines Zeichens in mehrere Regeln
zerfallen (wie bei v-E und A-B), was jedoch nach Gentzen "eine belanglose, rein
duBerliche Abweichung" (ebd.) ist.

Diese Systematik von Einfihrungs- und Beseitigungsregeln weist nach Gentzens
Meinung eine gewisse Asymmetrie auf. Gentzen bemerkt namlich:

"Die Einfdhrungen stellen sozusagen die 'Definitionen' der be-
treffenden Zeichen dar, und die Beseitigungen sind letzten Endes

1. . .
Fixr eine Reihe von Anregungen danke ich Prof. Dag Prawitz, der mich unter ande-
rem auf die in Abschnitt IV diskutierte Problematik aufmerksam gemacht und den
dort verwendeten Terminus “"genuine Regel" vorgeschlagen hat.
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nur Konsequenzen hiervon, was sich etwa so ausdriicken

14B8t: Bei der Beseitigung eines Zeichens darf die betreffen-
de Formel, um deren auBerstes Zeichen es sich handelt, nur
'als das benutzt werden, was sie auf Grund der Einflihrung
dieses Zeichens bedeutet'. ... Durch Prdzisierung dieser
Gedanken dirfte es mdglich sein, die B-Schlisse auf Grund
gewisser Anforderungen als eindeutige Funktionen der zuge-
hérigen E-Schlisse nachzuweisen." (Ebd.)

Das heiBt also:

1. E-Regeln sind ausgezeichnet gegeniber B-Regeln, insofern sie die logischen
Konstanten definieren.

2. B-Regeln sind von E-Regeln funktional abhidngig, sogar (in nicht néher be-
zeichneter Weise) aus diesen abgeleitet.

Beide Thesen begrindet Gentzen nicht weiter, abgesehen davon, daf bei ihm
unklar bleibt, was unter Definition und funktionaler Abh&ngigkeit verstanden
werden soll.

Nach Dummett und Prawitz lassen sich die Thesen etwa wie folgt prézisieren:

1. Gentzens Rede von "Definition" logischer Zeichen ist im Sinne von "Bedeutungs-
festlegung" interpretierbar. Die Bedeutung einer Aussage zu verstehen heiBt, die
Bedingungen zu kennen, unter denen man sie berechtigterweise behaupten kann (vgl.
z.B. Dummett [2], Prawitz {8]). Nun lassen sich gerade die Pramissen der E-Regel
einer logischen Konstante als die Bedingungen verstehen, unter denen man eine mit
Hilfe der fraglichen Konstante zusammengesetzte Aussage zu Recht behaupten kann.
Dabei ist vorausgesetzt, daf Ableitungen im Kalkdl des natirlichen SchlieBens als
Reprdsentanten von Argumenten aufgefaBt werden (vgl. Prawitz [6], [8]).

2. DaB B-Regeln "Konsequenzen" von E-Regeln sind, heiBt, daB sie relativ zu den
E-Regeln "glltig" oder "korrekt" sind, d.h. von giltigen Pramissen zu giltigen
Konklusionen fiihren, wobei diese "Gliltigkeit" nur unter Bezugnahme auf E-Regeln
definiert ist (vgl. Prawitz [5] 32-34, [6]). DaB B-Regeln sogar "eindeutige Funk-
tionen” von E-~Regeln sind, heiBt dann, daB sie die maximal mégliche korrekte
Erweiterung von E-Regeln darstellen (vgl. [6] 246, [7] 32f.).

Die Rechtfertigung der so verstandenen zweiten These Gentzens ist nicht ein-
fach. Man miite zeigen, daB Jjede korrekte B-Regel fir eine logische Konstante
sich aus der von Gentzen angegebenen B-Regel ableiten 148t. Dieses Problem 1ldBt
sich im Rahmen der vorgeschlagenen Semantik auch als Frage nach der semantischen
Vollstdndigkeit von Ableitungsregeln verstehen.

Man kann Gentzens Rede von "eindeutigen Funktionen" aber auch in einem schwéa-
cheren Sinne verstehen, namlich so, daB die zu E-Regeln gehérenden B-Regeln durch
ein einheitliches Schema gegeben sind, ohne damit zugleich die Frage nach der Maxi-
malitdt der durch dieses Schema gegebenen B-Regeln zu verkniipfen. Durch ein solches
Schema wdre mit der Angabe der E~Regel eines Operators auch die B-Regel fiir diesen
Operator festgelegt. Die Aufgabe eines solchen Schemas ist also, den - auf den er-
sten Blick recht verschiedenartig erscheinenden - B-Regeln fir die Operatoren
A, vV, =2, 1, V, 3 eine Standardform zu geben, als deren Spezialfdlle die Ub-
lichen B-Regeln gelten kénnen. Dazu wird man natirlich auch eine Standardform fiir
E~Regeln angeben, ohne die es nicht mdglich ist, in allgemeiner Weise eine schema-
tische Abhdngigkeit der B-Regel eines beliebigen Operators von seiner E-Regel zu
formulieren.
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Ich méchte mich im folgenden nur mit den Problemen beschédftigen, die sich bei
der Erstellung eines solchen allgemeinen Schemas ergeben. Dabei werde ich mich
auf die Aussagenlogik beschrdnken und in erster Linie auch nur die intuitioni-
stische Logik behandeln. Ausgangspunkt ist das Schema veon Prawitz [8],
das dieser im vorstehenden Beitrag vorgeschlagen und relativ zu dem er die Voll-
stdndigkeit der Standardverkniipfungen A, v, -, | bewiesen hat. (Vollstdndigkeit
hier nicht im semantischen Sinn, sondern in Analogie zur funktionalen Voll-
stdndigkeit etwa von -, } fir die klassische Aussagenlogik.)

II. Prawitz' Schema fir Einfihrungs- und Beseitigungsregeln

Die ausgeazeichnete Stellung von Implikationen und Regeln

Von einem Schema fir E- und B-Regeln eines beliebigen n-stelligen Aussagen-
operators, das die Regeln der Standardoperatoren A, v, -+, | umfaBt, wird man zumin-
dest verlangen:

(1) Die B-Regel fiir einen Operator ist korrekt bezliglich der sich auf die
E-Regel stitzenden Semantik.

(2) bie Ublichen Grundregeln (zumindest der intuitionistischen Logik) fir
A+ V,=, 1 lassen sich aus diesem Schema gewinnen, genauer

(2a) das Schema fir E-Regeln geht bei Einsetzung eines der vier Operatoren in
eine Regel iber, die mit der Ublichen E-Regel dieses Operators deduktiv
gleichwertig ist,

(2b) das Schema fir B~Regeln geht bei Einsetzung eines der vier Operatoren in
eine Regel ilber, aus der sich die tbliche B-Regel dieses Operators ableiten
laBt.

DaB (2b) etwas schwidcher formuliert ist als (2a), hangt damit zusammen, daB
man letztendlich an einer maximal starken korrekten B-Regel interessiert ist, und
noch nicht bewiesen ist, daB die idblichen B-Regeln von dieser Art sind (obwohl
man natlrlich davon ausgeht). (2a) kann man dagegen nicht abschwdchen, da
E~Regeln ja die Bedeutung festlegen und verschieden starke E-Regeln verschiedene
Operatoren charakterisieren. Es ist ferner natiirlich nicht gefordert, daB8 alle
Uberhaupt mdglichen Aussagenoperatoren durch dieses Schema erfaBt werden, son-
dern daB es sich um ein Schema handelt, das die Standardoperatoren umfaBt. Das
im folgenden behandelte Schema umfaBt z.B. keine Modaloperatoren.

Unter dem Gesichtspunkt dieser Adadquatheitsbedingungen mdchte ich nun
Prawitz' Schema behandeln, das dieser oben auf S. (E-Regel) und S. tﬁ (B-Regel) L38 LJ Q4
angibt. Ich setze die Vertrautheit mit diesem Schema im folgenden voraus. Wie L3ﬁ k%\

Prawitz bemerkt (S. §), fallen unter das Schema einer E ~-Regel die E_Regelnk'fﬁr
Ar V, 2, L , wobei | als Grenzfall die leere E-Regel besitzt. Bedingung (2a) ist
also erfillt.

Die Idee, die hinter dem Schema der zu einer E-Regel gehdrenden B-Regel
steht, kénnte man wie folgt beschreiben: Jede Information, die in einer Aussage
mit ¢ als Hauptzeichen enthalten ist, soll aus dieser Aussage mit Hilfe einer An-
wendung der (~B-Regel zuriickgewonnen werden kdnnen, wobei die Information, die
¢ enthdlt, durch die Bedingungen, unter denen man ( einfihren kann, gegeben ist.
D.h. aus der @-Aussage soll man ohne neu hinzugefliigte Annahmen alles das ableiten
kénnen, was man aus den Prdmissen der (-Einfihrung ableiten kann. Fir v fihrt das
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zZu der v-B-Regel

fir | zum ex falso quodlibet

is
A

und fir A zu der Regel

die, wie man leicht sieht, mit der aus den beiden Komponenten

A A A, A
B AR and L i)
! )
gleichwertig ist. Wenn man einmal die Implikation - ausnimmt, ist damit auch Be-

dingung (2b) erfullt.

bestehenden A-B-Regel

Bei der Hinzunahme von - ergeben sich jedoch Probleme. Die -~-E-Regel

ist eine Regel, bei deren Anwendung nicht einfach von Aussagen zu Aussagen uber-
gegangen wird, sondern auBerdem noch eine Annahme beseitigt wird. Man konnte sagen:
Die Prdmisse von —-E ist nicht einfach eine Aussage, sondern eine Ableitung einer
anderen Aussage. (Prawitz [5], 23, unterscheidet derartige Regeln als "deduction

rules” von "“inference rules".)
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Will man wieder in der zugehdrigen B-Regel ausdricken, daB alles, was aus der
Pramisse A1 der E-Regel ableitbar ist, auch aus A1 nd A2 gewonnen werden kann,

By

so mifte man etwa schreiben

At
'A2 :
* -
*) Al A2 C
c s
A
wobei P bedeutet, daB C abgeleitet wird unter Benutzung der Annahme,

a -
2 .
C

daB man eine Ableitung von A, aus A, hat. Die Einklammerung bedeutet, daf die

2

Konklusion C der Anwendung dé€r -»-B-Regel nicht mehr von dieser Annahme abhdngig ist.

Das Problem ist also, daB als Annahmen nicht mehr nur eine oder mehrere Aussagen
(wie bei der v-B-Regel oder der sich aus dem Schema ergebenden A-B-Regel)} auftre-
ten konnen, sondern auch Ableitungsbeziehungen.

Die Annahme A1 einfach duxch A1 - A2 zu ersetzen, ist keine

a, {a

1 2

-
M3glichkeit, da die Regel A1 - A2 C

C

offensichtlich trivial und damit

schwicher als der Modus ponens ist, so daB Bedingung (2b) verletzt wdre., Deshalb
muB Prawitz die Implikation, die in seinem Schema fir B-Regeln schon algs Bestand-
teil vorkommt, aus den Anwendungsfdllen des Schemas ausklammern ([8],S. , Anm.),
so daf sie eine ausgezeichnete Stellung erhdlt. Hat man einmal die Implikation
mit ihren Grundregeln zur Verfigung, dann 1&st das von Prawitz angegebene Schema
far E- und B-Regeln die obigen Addquatheitsbedingungen ein. (DaB die B-Regel kor-
rekt ist, also Bedingung (1) erfilllt ist, hat Prawitz [8], S.{Jf., skizziert.)

Um dies an einem Beispiel zu demonstrieren:; Die E-Regel fir den Shefferschen
Strich kénnte man, sofern man schon | zur Verfligung hat,angeben durch
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Die zugehérige B-Regel wirde nach Prawitz dann lauten:

(All\A)"P_L

R

2)

Es 1ist jedoch, meine ich, nicht ganz befriedigend, sich mit der ausge-
zeichneten Stellung der Implikation zufriedenzugeben. Denn die Implikation ist
ebenso ein Operator wie etwa die Disjunktion, und wenn Gentzens zweite These
richtig ist, muB seine B~Regel genauso von seiner E-Regel abhdngen wie die der
Disjunktion. Sucht man also ein allgemeines Schema flr Operatorenregeln, so
miBte dies auch die Implikation umfassen.

Ein Schema fiir eine allgemeine -»-B-Regel ist mit (*) auch schon gefunden.

Nur daf hier ein Ausdruck A1 als Annahme auftritt, der sich nicht als Aus-

e

2
sage (insbesondere nicht als Implikation) interpretieren 1d8t. Ich méchte nun
vorschlagen, A1 als Regel zu interpretieren, im Sinne von "Man darf von A1 zu
A
2

A2 libergehen", und linear als A1 = A2 zu notieren. Statt

wird also dann A, = A geschrieben, und das soll bedeuten:

Wove

) srasnvoas

C

Es liegt eine Ableitung von C vor, die A, = A_ als zusé&tzliche Regel benutzt.
Diese Intexrpetation ist offensichtlich gleichwertig mit der oben gegebenen Inter-
pretation des linken Ausdrucks. Denn anzunehmen, man habe eine Ableitung von
A, aus A,rheift natlirlich auch anzunehmen, man dirfe von A, zu A, Ubergehen. Hat
man umgekehrt die Regel A, =» A_ als Annahme zur Verfligung, erhil

man trivialer-
weise eine Ableitung von 2 aus Al'

Die Annahme, es liege eine Ableitung von A, aus A, vor, wird hier also nicht
als die Annahme einer Implikationsbeziehung A - A, (fur einen vorausgesetzten

Implikationsbegriff -}, sondern als Annahme elner ﬁegel A = A2 gedeutet. Die

DaB hier neben der vorausgesetzten Implikation auch noch die Konjunktion vor-
kommt, macht kein Problem, da die oben angegebene allgemeine A-B-Regel ohne
A und - in den Annahmen der rechten Prédmisse auskommt.
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--B-Regel erhdlt damit im Anschluf an (¥) die Gestalt

(*%)
[A1 = AZ]

g
4
g
() v eanns

woraus sich der Modus ponens als Ubliche =-B-Regel wie folgt ergibt:
Al
(a, =»a,] —

A 7 A 2,

LBt sich also ein allgemeines Schema fiir B-Regeln angeben, das in den Fdllen
AV, | mit Prawitz' Schema ibereinstimmt und im Fall - die Regel (**) liefert,
so ist Bedingung (2b) erfdllt.

Man kénnte nun sofort einwenden, es sei kein wesentlicher Unterschied, ob
man von der ausgezeichneten Stellung der Implikation ausgehe oder erlaube, Re-
geln als Annahmen zu benutzen. Denn eine Regel A, = A  rechtfertige man auf die-
selbe Weise, wie man eine Implikation A, - A_ begrinde€: indem man ndmlich eine
Ableitung von A, aus A, angebe. Ob man = oder - schreibe: In beiden Fidllen handle
es sich um logiSche Konstanten mit denselben oder zumindest verwandten E-Regeln.

Es ist natlrlich klar, daB die Wahl eines neuen Zeichens nichts an der Be-
deutung andert, wenn man es genauso verwendet wie ein altes Zeichen. Es muB also
die Verwendung von = zeigen, daB es sich hierbei um etwas grundsdtzlich anderes
als die Implikation handelt, das nicht durch E- und B-Regeln eine Bedeutung er-
hédlt und das deshalb in die Formulierung eines Schemas fir solche Regeln eingehen
kann. Insbesondere kann es also fur = keine E-Regel geben, die ja nach Gentzen
die primdre Bedeutungsregel ist.

Wie sich dies bewerkstelligen 1&Bt, wird in Abschnitt III skizziert. Mit =
zusammengesetzte Zeichenreihen sollen in der Tat Objekte sein, die ndchstens als
Pramissen (in einem erweiterten Sinn von "Préamisse"), nie jedoch als Konklusion
auftreten kénnen. Diese Tatsache scheint mir die Bezeichnung "Regel" flr solche
Objekte zu rechtfertigen. Man behauptet keine Regeln, man benutzt sie nur. Inso-
fern sind auch keine Bedingungen flir das Behaupten von Regeln und damit E-Regeln
nétig, die solche Bedingungen festlegen. Regeln fungieren héchstens als Annahmen
und damit als Ausgangspunkte von Ableitungen. Die Bedeutung von Regeln ist schon
dadurch festgelegt, daB man abgibt, wie man sie anwendet, im einfachsten Fall
also etwa durch ein Schema der Gestalt

By

Es soll niemand daran gehindert werden, =-Objekte als Implikationen zu bezeich-
nen; nur muB er sich dann {ibexr den Unterschied zu --Implikationen im klaren sein.
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DaB man sinnvoll von der Rechtfertigung einer Regel sprechen kann und daf
zur Rechtfertigung einer Regel A1=> A, dasselbe verlangt wird wie zur Begrindung
einer Aussage A, - A2 (ndmlich eine Agleitung von A_ aus A,), widerspricht dem
nicht. Die Rechéfertlgung einer Regel ist etwas, waS man ~"von auBen" oder "von
hdherer Stufe" konstatiert, .nicht etwas, was man, wie die Begrindung einer Impli-
kation, im Argumentationszusammenhang selbst (reprdsentiert durch eine Ableitung)
explizit vollzieht. Jedenfalls laBt sich das so sehen, wenn man Regeln nicht als
Konklusionen von Regelanwendungen zuldft. Auf das grunds&tzliche Problem, Regeln
(wenn auch in anderer Weise als Aussagen) zum Bestandteil von Argumenten zu
machen, komme ich in Abschnitt IV noch zurtck.

III. Regeln beliebiger Stufeg)

Die Idee, Regeln als Annahmen zuzulassen, um fir beliebige Operatoren ein
Schema fiir B-Regeln zu gewinnen, fihrt zu weiteren verallgemeinerungen. Wenn man
ndmlich bei einer B-~Regel wie (**) Regeln als Annahmen zuldft, gibt es keinen
Grund, dies bei E-Regeln zu verbieten. Man miBte also auch etwa folgende E-Regel
flir einen zweistelligen Operator Y als sinnvoll ansehen:

[A1 = Az]

[

W ,a) .

1

Die korrespondierende Y~B-Regel mifite als Annahme eine Regel h&herer Stufe ver-
wenden und etwa notiert werden als:

[a,=a, »a]

w(Al,A2) C

C .

Hier bedeutet A1= A S Alzfdaﬁ man C unter Benutzung der Regel 2.Stufe A = Af: A

2 1 1

C

ableiten kann, wobei die Regel A, = A_ = Al zu lesen ist als: Man darf zu Al Uber-
gehen, wenn A2 aus Al abgeleitet igt.

Auf diese Weise wird man zu einem Konzept von Regeln beliebiger (endlicher)
Stufe gefihrt, die als Annahmen in Ableitungen auftreten kdénnen und auf die sich
die Operation der Annahmenbeseitigung beziehen kann. Dies kann man als Verallge-
meinerunyg des von Jakkowski [4] und Gentzen [3] benutzten Regelbegriffs ansehen,
der ja den tblichen Regelbegriff schon insofern erxrweitert, als auch Annahmen bei

3 Flir eine genauere Darstellung der in diesem Abschnitt nur &uBerst grob skizzier-—
ten Punkte siehe Schroeder-Heister [9] und [lo].
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Anwendung von Regeln beseitigt werden kdénnen.

Ein Aspekt der Verallgemeinerung wird sein, Uberhaupt keine Aussagen als An-
nahmen mehr zuzulassen, sondern solche Aussagen als Anwendung von Regeln aufzu-
fassen, die es erlauben, gerade die fraglichen Aussagen hinzuschreiben, und die
sogar die gleiche Gestalt wie diese Aussagen haben. Statt

1 1

A___
soll also geschrieben werden, wobeil 1 Ay

o

bedeutet, daB die unter dem Ableitungsstrich stehende Aussage unter Verwendung

der links vom Ableitungsstrich stehenden Regel abgeleitet worden ist. Damit wer-
den alle in einer Ableitung vorkommenden Aussagen relativ zu angenommenen Regeln
behauptet, auf die sich dann auch die Operation der Annahmenbeseitigung bezieht.

Als Regeln bestimmter Stufen seien also definiert:
1. Alle Aussagen (die mit beliebigstelligen Operatoren zusammengesetzt sein koén-
nen) sind Regeln nullter Stufe.
2, Sind R,,...,R_ Regeln Sm-ter Stufe, wobei flr mindestens ein i (1= i n) R,
von m-ter Stufe, und A Aussage, dann ist R,%...TR B A eine Regel (m+l)-ter
Stufe (wobei die Ziffer 'm' auch durch m Punkte ersetzt sein kann). A heiBlt Hin-
terformel, die Ri (1 £1i<n) heiBen Vorderregeln der Regel (mtl)-ter Stufe.

AuBerdem sollen Grundregeln fiir Operatoren noch Variablen fir Aussagen enthalten
kdnnen - eine Differenzierung, die hier nicht weiter ausgeflhrt wixd.

Die intendierte Bedeutung einer solchen Regel R ?...?Rn B a ist: Man darf
von Vorkommen der Hinterformeln von R,,...,R_ zu A ﬁéergehen und fir jedes i die
eventuell in der Ableitung der Hinter%ormel von R, als Annahmen benutzten Vorkom-
men der Vorderregeln von Ri beseitigen. +

Damit ist zugleich eine eindimensionale Notation fiir Regeln gewocnnen. Die

—»-E-Regel nimmt z.B. die Gestalt A= A2=5 A - A, an, die allgemeine »-B-Regel (**)

aus Abschnitt II die Gestalt A1—>A2','A1=>A259C;5C (die intendierte Bedeutung
dieser Regel ist offensichtlich mit der in Abschnitt II gegebenen Erl3uterung von
(**) gleichwertig).

Gegen die vorgeschlagene Notation von Regeln héherer Stufe kdante man ein-
wenden, daB der Regelpfeil = nicht Uberall dasselbe bedeute, jedenfalls bei Zu-
grundelegung der angegebenen intendierten Bedeutung. In A = A_=C bedeute er links
soviel wie ein Ableitbarkeitssymbol und nur rechts einen iege%ﬁbergang, so daB man
besser schreibe: (A |~ A.)=C. Da die zu wdhlende Notation eine Frage der techni-
schen ZweckméBigkei% ist, stellt dies kein grundsdtzliches Problem dar. Allerdings

4 . . .
Solche variablen sind dann keine syntaktischen variablen (die man ja als Variable

der Metasprache versteht), sondern gehdren der Objektsprache selbst an, insofern
nach der vorgeschlagenen Konzeption Regeln explizit in Ableitungen auftretende
Zeichenreihen sind (vgl. Abschnitt IV). Sie sind jedoch auch zu unterscheiden von
dem, was man in der Aussagenlogik mit "Aussagenvariable" bezeichnet. Letztere
sind Bestandteile von Zeichenreihen, die als Pramissen und Konklusionen von Re-
gelanwendungen auftreten kénnen, und somit von "“Aussagen” im Sinne einer allgemei-
nen Theorie formaler Systeme.
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ist gegen die Alternativnotation zu sagen, daB man {blicherweise — als meta-
sprachliches Zeichen auffaBt, Regeln jedoch Bestandteile von Ableitungen sein
und somit zur Objektsprache gehdren sollen. (Zudem scheint die Notation mit =
als einheitlichem Zeichen fir die Beschreibung der Kalkiiltechnik wesentlich
eleganter zu sein.)

Eine genaue Beschreibung des Ableitungsbegriffs fir Kalkile mit Regeln héhe-
rer Stufe kann hier nicht geleistet werden, obwohl gerade die Definition eines
solchen Ableitungsbegriffes die intendierte Bedeutung einer Regel festlegt. Im
folgenden soll nur das Schema flr einen Ableitungsschritt in einem solchen Kalkiil
angegeben werden, aus dem klar hervorgeht, daB die als "Regeln" bezeichneten und
mit = zusammengesetzten Objekte nie als Konklusionen von Regelanwendungen auf-
treten kdnnen, also nie behauptet, sondern immer nur angewendet werden.

Ableitungen seien wie bei Gentzen in Bauform notiert, wobei immer links
neben dem Ableitungsstrich, der die Anwendung einer Regel markiert, die benutzte
Regel vermerkt werde. Eckige Klammern machen die Beseitigung von Annahmen kennt-
lich (die hier ja selbst wieder aus Regeln bestehen). Es sei nun eine Regel

A =2 ;...; A =a A
1 1 n n
gegebens), wobei die A, (1 £i =n) Systeme von Regeln seien, die die Vorderregeln

der Vorderregeln A, =2, tder gesamten Regel bilden. Das Schema eines Ableitungs-
schrittes, der diese Regel anwendet, lautet dann:

o -0
A1 An 6)
*ok ok s . H
( ) A1 = Al,...,An:= An=» A = ,
. AL . ) . . . .
wobei i. fir eine Ableitung von Ai mit den Annahmen Ai steht, die bei An-
A

1

wendung dieser Regel beseitigt werden. Bei Anwendung der Regel geht man also von
den Prdmissen A_,...,A zur Konklusion A liber und darf dabei die in den Ableitungen
der A, (1=is n} jeweifs als Annahmen benutzten Vorkommen von Vorderregeln von

A =7 beseitigen, ganz entsprechend der oben beschriebenen intendierten Bedeutung
dér Regel. Als Pramissen und Konklusionen von Regelanwendungen treten also nur
Aussagen auf. Man kann auch noch die links neben dem Ableitungsstrich von (¥*¥%*)
notierte Regel als (uneigentliche) Prdmisse des Ableitungsschrittes auffassen,

nie steht eine Regel jedoch als Konklusion unter einem Ableitungsstrich.

Unter Benutzung des hiexr vorgeschlagenen Regelbegriffs nimmt Prawitz' Schema

Dabei sei vereinbart, daB bei unbestimmter Anfihrung einer Regel nur die rela-
tiven Stufenunterschiede mit Punkten vermerkt werden.

Auf die Unterscheidung von Regeln, die Variable enthalten kénnen, und variablen-—

freien Regeln, und damit auf die Notation von Belegungen,wird hier verzichtet.
Unter diesem Vorbehalt ist also das Schema (***) zu betrachten.
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flir E~-Regeln die Gestalt

A, (plr---,pn) = w(pl....,pn)

i
an, wobei p,,...,p_Variable flir Aussagen und A.(pl,...,pn) (1<i<xr) Systeme von
Regeln sind, die an Variablen flr Aussagen h&chStens p,,...,p enthalten und an

Aussagenoperatoren nur solche, fiir die schon E~ und B-Regeln gngegeben sind. (Zur

genaueren Charakterjsierung der verschiedenen Bedingungen fiir solche SchluBregeln .
siehe Prawitz (8],S .) Enthalten die A.(pl,...,p ) héchstens Regeln erster F“i&g‘
Stufe, 1ist es mit Prawitz' Schema gleiéhwertig; gamit ergibt sich fir die

Junktoren A, Vv, -, | nichts neues, so daB Bedingung (2a) erfdllt ist.

Das korrespondierende Schema einer B-Regel lautet:

m(pl,...,pn); Al(pl""’Pn) = Pieses Ar(pl,...,pn)=* p=p.

Es fihrt im Falle der Implikation zu (**) und im Falle von A, Vv, | zu denselben
Regeln wie bei Prawitz, so daB Bedingung (2b) erfiillt ist. Im Gegensatz zu Prawitz'
Schema kommen hier keine Operatoren mehr vor; der Regelpfeil = Ubernimmt die aus-
gezeichnete Rolle, die bei Prawitz die Implikation - innehatte.

Bedingung (1) gilt auch, denn es lassen sich fir den vorliegenden Kalkil (mit
Regeln beliebiger Stufe) Normalisierungs- und Subformelprinzipien im Sinne von
Prawitz [5] beweisen. Ebenso kann man Prawitz' Vollstandigkeitsresultat aus [8]
auf diesen Kalkil ibertragen, d.h. jeder durch das allgemeine Schema charakterisier-
te Aussagenoperator ist mit Hilfe von A, v, =, | explizit definierbar (vgl.
Schroeder-Heister [lo]).

IV. Regeln als Bestandteile von Argumenten

Regeln sind nach dem hier vorgeschlagenen Verstédndnis graphische Objekte,
die (wenn sie nicht gerade von nullter Stufe gind) mit Hilfe des Symbols = zusam-
mengesetzt sind. Ihre Bedeutung erhalten diese Zeichenreihen dadurch, daf man an-
gibt, wie man sie in Ableitungen anwendet, also etwa durch das Schema (***), im
Gegensatz zu aussagenlogischen Operatoren, fir die E~ und B-Regeln angegeben werden
missen. Auffallend daran ist, daB Regeln damit zum Bestandteil von Argumenten (als
deren Reprdsentanten Ableitungen aufgefaBt sind) werden, die bei ihrer Anwendung
neben dem jeweiligen Ableitungsstrich notiert werden. Daran kommt man nicht vor-
bei, will man Regeln als Annahmwen zulassen, die eingefihrt und wieder beseitigt
werden kénnen; und das wiederum erwies sich als notwendig, um ein Schema fir B-
Regeln mit (¥*) als allgemeiner —»-B-Regel formulieren zu kdnnen.

Dieses Vorgehen scheint im Gegensatz zur Ublichen Auffassung von Regeln zu
stehen. Wenn man z.B. den Ableitungsschritt

B e
oo

1 2

Bpaby

vollzieht, so interpretiert man ihn normalerweise als Anwendung der A-E-Regel, ochne
daB die Regel der A-Einfihrung dabei explizit auftritt. In einer Notation
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A

e e
o

2
A-E ——————
A
By n By
wirde man dementsprechend das Zeichen "A-E" auch nur als metasprachliche Mit-

teilung dariliber verstehen, welche Regel man angewendet hat. Nach dem in Ab-
schnitt III skizzierten Verstdndnis miBte man dies hingegen’ als Abkiirzung auf-
fassen fir

7)

Mo
—

YA e e
[

P, /P,= P, AP
1°72 i 2
Al A A2 P

wobei PPy = Py AP, Bestandteil des Argumentes selbst ist, also zur Objekt—

sprache gehért.s) Wahrend nach der {iblichen Auffassung das Schema einer A-E-Regel
auf Pramissen A, und A, angewandt wird, wird nach der von mir vorgeschlagenen In-
terpretation das allgemeine Schema einer Regelanwendung (***) auf die A-E-Regel
sowie die Pramissen A, und A_ angewandt. Es wird also zuriickgegangen von der An-
wendung von Regelschemata au% Pramissen zur Anwendung eines allgemeinen Schemas
fiilr Regelanwendungen tberhaupt auf Regeln und Prémissen {oder auf eine zusdtzliche
Pramisse, wenn man die Regel als Primisse auffaft). Und man kann sich jetzt natlir-
lich fragen, ob dies nicht der Anfang eines unendlichen Regresses ist, bei dem
man im ndchsten Schritt auf ein Schema der Anwendung der Regel zur Anwendung
einer Regel zurlickgeht, usw.. Anders ausgedrickt: Regeln dienen dazu, gewissen
Zeichen eine Bedeutung zu verschaffen. Faft man nun Regeln wieder als in Argu-
menten vorkommende bedeutungsvolle Zeichen auf (wenn auch in einem anderen Sinne
als es aussagenlogische Verknipfungen sind), dann bendtigt man Metaregeln, die
diesen Regeln eine Bedeutung verschaffen (etwa ein Schema der Gestalt (¥**)),
Metametaregeln, die Metaregeln eine Bedeutung verschaffen, und so ad infinitum.

Hier sollte man zunéchst einmal die sachliche von der terminologischen Frage
trennen. Die sachliche Frage latutet: An welcher Stelle muB dieser RegreB abge-
brochen werden? Die terminologische Frage: Sollte man die mit = zusammengesetzten
Zeichenreihen, sofern sie Bestandteile von Argumenten sind, Uberhaupt noch als
"Regeln" bezeichnen? Die letzte Frage mdchte ich bejahen, jedoch im Anschlu8 an
einen Vorschlag von Prawitz von genuinen und nichtgenuinen Regeln sprechen. Genuine
Regeln sind danach solche Regeln, die grundsdtzlich nicht Teil eines Argumentes
7 Hier ist zwischen Variablen fur Aussagen und Aussagen, durch die sie belegt

werden, unterschieden, im Gegensatz zu (¥**¥); vgl. Anm. 6.

Fir den vorgeschlagenen Ansatz wiirde es, was das Technische angeht, auch aus-
reichen, nur die als Ann~hmen auftretenden Regeln als Bestandteile von Ablei-
tungen aufzufassen, nicht aber die Grundregeln des betrachteten Kalkils. (Da
Annahmeregeln keine Variablen fiir Aussagen enthalten, kann man die Variablen
pl,p s++. in Grundregeln dann wieder als syntaktische Variablen auffassen, wenn
man die Grundregeln in geeigneter Weise als AbkUrzungen fir Schemata von Ablei-
tungsschritten oder als Anweisungen zur Produktion von Ableitungsschritten ver-
steht; vgl. Anm. 4 . Das dndert aber nichts am hier diskutierten inhaltlichen
Problem.
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sind, sondern den Ubergang zwischen Bestandteilen von Argumenten regeln, im Ge-
gensatz zu den =-Zeichenreihen als nichtgenuinen Regeln, die in Argumenten vor-
kommen. Man kdénnte flir letztere natlirlich auch andere Namen einfiihren, z.B.
"linksiterierte Implikation”. Hier immer noch von Regeln zu sprechen, scheint
mir jedoch dadurch gerechtfertigt zu sein, daf =-Zeichenreihen charakteristische
Eigenschaften haben, die sie von Aussagen unterscheiden und die eng mit dem zu-
sammenhdngen, was man intuitiv unter "Regel" versteht (siehe oben Abschnitt II).
Die sachliche Frage ist in der vorgeschlagenen Konzeption so beantwortet, daB es
a) zwar sinnvoll ist, =Zeichenreihen &ls nichtgenuine Regeln und damit objektsprach-
liche Mitteilungen zuzulassen, b) das Schema (***) aber eine genuine Regel re-
prédsentiert, die die Anwendung nichtgenuiner Regeln festlegt, also keiner Meta-
regel zur Festlegung ihrer Anwendung mehr bedarf. Der RegrefBl wird somit beim
zweiten Schritt schon abgebrochen. Zur Rechtfertigung dieses Vorgehens sei fol-
gendes gesagt:

Ad a): FaBt man Ableiten blof formalistisch als Operieren mit Zeichen auf, so
kann man mit guten Griinden die These vertreten, der Hinweis auf die bei einem
Schritt verwendete Regel gehére zur Metasprache. Auf die Frage nach der Berechti-
gung eines Schritts

P oaea
o

1 2

A1 A A2
wirde man metasprachlich argumentieren, man habe die A-E-Regel ({(jetzt als genuine
Regel verstanden, gegeben durch ein Schema) angewendet. Faft man Ableitungen je-
doch im AnschluB an Prawitz als Représentanten von Argumenten auf, so kann man
sich nicht einfach in die Metasprache zurilickziehen, sondern muB Zm Rahmen des
Arguments einen Grund dafiir angeben kdénnen, warum der vollzogene Schritt berech-
tigt ist. Das geschieht durch Angabe der verwendeten (nichtgenuinen) Regel.

Ad b): Es ist nicht so, daB man dann auch im Rahmen des Arguments einen Grund
daflir angeben kénnen muB, dal man etwa von A,, A_ und der A-E-Regel zu A, A A2
Gbergehen kann (womit man wieder beim unendlicheli Regrefi wdre). Denn um diesen
Ubergang zu vollziehen, braucht man nur die allgemeine Fahigkeit, eine Regel
gemidB Schema (**¥*) anzuwenden. Und das ist etwas, was man schon haben muf, bevor
man in eine beliebige durch Ableitungen dieser Art reprdsentierte Argumentation
eintritt, was also nicht im Rahmen des Arguments selbst gerechtfertigt werden
muB. Das Schema (***) ist etwas, was sich auf Argumentation iiberhaupt bezieht
(insofern es die Anwendung von Regeln festlegt) und was man deshalb als (sozu-
sagen “duBere") Grundlage jeder Argumentation ansehen kann. Dagegen wirden sich
Schemata spezieller Regeln (z.B. A-E, —=-B usw.) nur auf bestimmte Argumentationen
beziehen, deren Basis diese Regeln sind. Es ist sinnvoll, solche 'materialen’
Regeln so aufzufassen, daf sie nicht schon bei Eintritt in die Argumentation
beherrscht und bei jeder Anwendung wiedererkannt werden miissen, sondern daf auf
sie in der Argumentation explizit zurlickgegriffen werden kann.

Ein Schema der Art (¥**) legt also als genuine Regel die Anwendung der
=-Zeichenreihen als nichtgenuiner Regeln und damit deren Bedeutung fest. Mit
Hilfe dieser =-Regeln wiederum ist das Schema zur Bedeutungsfestlegung beliebiger
Aussagenoperatoren formuliert.
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V. Eine Alternative zu Gentzens Programm?

Die Suche nach einem allgeimeinen Schema fir E- und B-Regeln und die Er-
weiterung des Regel- und Ableitungsbegriffes wurde in Abschnitt I im Anschluf an
Prawitz in den Kontext von Gentzens Programm gestellt, B-Regeln als "Konsequenzen"
von E-Regeln, den eigentlichen Bedeutungsregeln, zu erweisen. In seiner stérkeren
Version fordert das Programm, B-Regeln als maximale korrekte Erweiterung von
E-Regeln nachzuweisen. Obwohl- die Erflilltheit dieser Forderung intuitiv &uBerst
einleuchtend ist (vor allem auch beli Betrachtung des allgemeinen Schemas fir Grund-
regeln beliebiger Operatoren), ist nicht klar, wie man sie beweisen soll, worauf
Prawitz, der die Behauptung in [6](246) als 'conjecture' aufstellte, mehrfach
hingewiesen hat. Das Problem ergibt sich daraus, daB nach Gentzens erster These
die E-Regel eines Operators die primdre Bedeutungsregel ist und die B-Regel nur
eine Erweiterung, von der man dann die schwer zu beweisende Maximalitdt fordern
muB. Es kénnte nun sein, daB man diesen ganzen Fragen dadurch aus dem Weg gehen
kann, daB man Gentzens erste These aufgibt und E~ und B-Regeln als gleichurspring-
liche Bedeutungsregeln betrachtet. Dazu mbchte ich zum AbschluB noch einen Vor-
schlag skizzieren (wieder fir die Aussagenlogik; Details siehe Schroeder-Heister

[o]y.

Es seien r Systeme A, (p,,...,p ) von Regeln (1 i £r) (wie in Abschnitt III)
gegeben. Unter dem gemeinsamern Gehal% dieser r Systeme, bezogen auf eine Belegung
der syntaktischen variablen p,,...,p_ durch Aussagen A,,...,A_, seien die

Paare <I',A> wmit einem Annahmensystem I' und einer Aussage A verstanden, so daB
fir alle i (1 £isr) gilt: A, (A,,...,A),’ —A. Diese Definition schlieBt sich

. i ..n X ;
an Ideen an, den logischen Gehait einer Aussage durch die Konsequenzenmenge dieser
Aussage zu definieren (vgl. Carnap [1], 152). Ein n~stelliger Aussagenoperator
soll nun gerade die Funktion haben, den gemeinsamen Gehalt solcher Mengen von Re-

gelsystemen auszudricken, d.h. es soll fiir beliebige Aussagen A,,...,3 ,A und
Annahmensysteme I’ gelten: A {(A,...,A ), '~ A fir alle 1 (1£ifr) gengu dann,
wenn OB, ,...,A )l — A. Es 148t sich leicht zeigen, daB diese Bedingung erfillt
ist, wenn E- un -Regeln nach dem allgemeinen Schema aus Abschnitt III zur Ver-

fligung stehen, und umgekehrt, daB diese Regeln ableitbar sind, wenn die Bedingung
erfillt ist.

Der Begriff des gemeinsamen Gehaltes rilickt die Bedeutungsfestlegung eines

Operators in die Ndhe einer Explizitdefinition. Denn diese hat ja, versteht man

sie nicht nur syntakti-ch, die Funktion, einem 'neuen' Zeichen den Inhalt zu ver-
schaffen, den eine 'alte' Zeichenreihe schon hat. Der Unterschied liegt nur in der
Erweiterung des Gehalts zum gemeinsamen Gehalt, was fiir die Einbeziehung von Disjunk-
tion (hier ist r = 2) und falsum (hier ist r = Q) wesentlich ist. Es ist dabei
keine Verwischung der Unterscheidung zwischen Regeln und Aussagen, wenn man nun |
sagen kann, daf A -0A2 denselben Gehalt hat wie (sogar definiert ist durch) |
Al = A_. Denn ers%ens ist A, » A_ als Regel nullter Stelle aufgefaBt, wenn man vom
Gehalt von A, » A,  (also von A, » A  als Annahme) spricht, zweitens bleibt es da- 3
bei, daB nur A1 - A2, nicht jédoch A1 = A2,Konklusion einer Regelanwendung sein ‘
kann.

Nach diesem Vorschlag sind weder E- noch B-Regeln primdr fir die Bedeutungs- i
festlegung eines Operators. Vielmehr tragen beide dazu bei, ihm einen Gehalt zu
verschaffen, der identisch ist mit dem gemeinsamen Gehalt vorgegebener Regelsysteme.
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