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0 Einleitung

Das vorliegende Skriptum ist eine Kurzfassung meiner Vorlesung zur Einfiihrung
in die Logik, die ich seit dem Wintersemester 1995/96 mehrfach an der Philosophi-
schen Fakultét (seit 2001 “Fakultét fiir Philosophie und Geschichte”) der Universitét
Tiibingen gehalten habe. Es enthélt in gedrangter Form ihre ‘technischen’ Kapitel.
Diejenigen Teile der Vorlesung, die sich mit den fiir die Logik relevanten sprachphilo-
sophischen Gegebenheiten befassen, etwa mit der Erwihnung und Verwendung von
Ausdriicken, der Wahl der grundlegenden syntaktischen Kategorien, der logischen
Form elementarer und zusammengesetzter (insbesondere quantifizierter) Aussagen,
und ganz allgemein mit dem Problem der Strukturierung von Aussagen (einschlielich
Formalisierungsiibungen) — allesamt unverzichtbare Bestandteile einer an Studieren-
de der Philosophie gerichteten Einfiihrung — sind nicht Bestandteil des Skriptums.
Hierzu verweise ich auf die ersten beiden Kapitel des Lehrbuchs von Peter Hinst:
Logische Propddeutik (Miinchen 1974).

Im Aufbau der Vorlesung habe ich mich der von Walter Hoering etablierten Tiibinger
Tradition angeschlossen, das Smullyansche Tableauverfahren als Grundlage des
junktoren- und quantorenlogischen Beweisbegriffs zu wihlen. Es bietet sich aufgrund
seiner intuitiven Plausibilitdt an, hat allerdings den Nachteil, dal die syntaktische
Konzeption eines ‘Kalkiils’ als eines formalen Systems nur eingeschrénkt vermittelt
wird.

Gelegentlich habe ich zwischen Junktoren- und Quantorenlogik zwei Vorlesungen
iiber die aristotelische Syllogistik eingefiigt, da hier die historisch erste Form einer
Axiomatisierung logischen Schlieflens vorliegt, die {iber mehr als 2000 Jahre als
paradigmatisches Beispiel gedient hat. Dementsprechend enthélt das Skriptum jetzt
ein abschlieBendes Kapitel iiber die Syllogistik.

Peter Schroeder-Heister



1 Die formale Sprache der Junktorenlogik

Gegeben sei eine Menge 4 von Aussagesymbolen (“propositional letters”, “proposi-
tional variables”, “sentential letters”). In der Regel nimmt man an, daf§ A abzé&hlbar
unendlich ist.

Wir werden meistens als Standardmenge

A={A,B,C,D,...., A, Ay, ... AL A}

verwenden.
Gebrauchlich ist auch {p,q,7,....,p1,q,71,...}

Definition 1.1
Die junktorenlogischen Formeln iiber A sind wie folgt definiert:

(i) Jedes Aussagesymbol in A ist eine junktorenlogische Formel.
(ii

) T und L sind Formeln (“verum” / “falsum”, “das Wahre” / “das Falsche”).
(iii) Wenn ¢ eine Formel ist, dann auch —¢.
)

(iv) Wenn ¢ und ¢ Formeln sind, dann auch (¢ A1), (¢ V), (6 =), (@ 0).

BEMERKUNG.
Diese Definition ist eine Aussage der Metasprache. “¢” und “»” sind metasprachliche
Zeichen, um iiber objektsprachliche Formeln zu reden.

BEISPIELE.
(i) Sei A={A,B,C,D,...}. Dann sind folgende Ausdriicke Formeln:

(A— B)
(A—=T)
(L—A)
(mA— (BV(O))
(=BV(CA =(E—F)))

(ii) A — B ist hier keine Formel, da die AuBenklammern fehlen.

(iii) Sei A = {Otto ist dumm, Elke ist fleiflig}. Dann sind folgende Ausdriicke For-
meln:

(Otto ist dumm — T)
((—Elke ist fleifig — Otto ist dumm) V Otto ist dumm)
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Aufgrund der Definition konnen wir Ableitungsbdume geméafl den Bildungsregeln
angeben:

(-BV(CA—=(E—F)))
T
-B (C/\—\(E—>F))
‘ T
B C —(E—=F)
(E—=F)
Pl
E F

Regeln zur Klammerersparnis:

(i) AuBenklammern konnen wegfallen.

(ii) A und V binden stérker als — und <.

(iii) (pr Ada A ... Agy) steht fiir (... ((¢1 Ado) Ags)...) Ady)
(1 VoV ... V) steht fir (... ((¢1V da)V3)...) V)

(Linksklammerung)

BEISPIELE.
(l) Al/\AQ/\Ag/\A4—>A1\/AQ\/A3\/A4
steht fiir
(AN A) NA)NAY) = (A1 V Ay) VvV A3) VvV Ay))

(i) Ay A (A AN A3 AN Ay N As
steht fiir
(AT A ((Aa AN A3) AN Ay)) A As)

Die Formel ((AV B)V (AV(C)) kann abgekiirzt werden zu AV BV (AV C), aber
nicht zu AV BV AV C. Letztere Formel steht vielmehr fiir (((AV B)V A)V C). Aus
der durch Klammerersparnis abgekiirzten Schreibweise muf eindeutig hervorgehen,
welche Formel im Sinne von Definition 1.1 gemeint ist. Wir werden zwar zeigen, daf3
((AVB)V(AVC))und (((AVv B)Vv A)V () inhaltlich (semantisch) gleichwertig sind.
Das éndert jedoch nichts daran, dafl es sich um syntaktisch verschiedene Formeln
handelt.



2 Semantik der Junktorenlogik

Wir formulieren eine Semantik fiir junktorenlogische Formeln, in der wir Aussagesym-
bole durch die Wahrheitswerte w oder f interpretieren. Diese Semantik ist also nur auf
Aussagen anwendbar, die junktorenlogisch aus atomaren Aussagen zusammengesetzt
sind, die entweder wahr oder falsch sind, d. h. einen Wahrheitswert haben ( Wahr-
heitsdefinitheit). Diese Einschréankung soll hier nicht philosophisch verteidigt werden.
Sie fithrt in der Tat zu gewissen Problemen, insbesondere bei der Behandlung der
Subjunktion. In weiterfithrenden Veranstaltungen, die sogenannte “nichtklassische”
Logiken behandeln, kommen diese Probleme zur Sprache.

Ferner gehen wir davon aus, dafl der Wahrheitswert einer komplexen Aussage eine
Funktion der Wahrheitswerte ihrer Teilaussagen ist ( Wahrheitsfunktionalitit). Auch
diese Einschrinkung wird aus Einfachheitsgriinden vorgenommen. Das Beispiel

Es ist notwendig, daf} | jeder Gegenstand mit sich selbst identisch ist.

Es ist notwendig, dafl | Konstanz am Bodensee liegt. W

f

zeigt, dafl es Aussagen gibt, bei denen die Ersetzung einer wahren Teilaussage durch
eine andere wahre Teilaussage den Wahrheitswert der Gesamtaussage verdndert.
Auch dies ist Thema weiterfithrender Veranstaltungen (z. B. zur Modallogik). Hier
nehmen wir an: Von den inhaltlichen (deskriptiven) Bestandteilen einer Aussage
interessiert nur der Wahrheitswert.

Im folgenden sei A immer die Menge {A, B,C, ... Ay, Ay, ..., A}, AL, ...} von Aus-
sagesymbolen.

Definition 2.1
Eine Bewertung T ist eine Funktion, die jedem Aussagesymbol einen der Wahrheits-
werte w oder f zuordnet: Z:A—{w,t}.

Falls ¢ zu A gehort, ist ¢ wahr unter Z, falls Z(¢) = w, und falsch unter Z, falls
I(g) = 1.

T ist wahr unter .
L ist falsch unter Z.

—¢ ist wahr unter Z, falls ¢ falsch unter T ist,
falsch unter Z, falls ¢ wahr unter I ist.

¢ AN ist wahr unter Z, falls ¢ und ¢ wahr unter Z sind,
falsch unter T  sonst.

oV ist wahr unter Z, falls ¢ wahr unter Z oder ¢ wahr unter T
oder beides der Fall ist,
falsch unter T  sonst.
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¢ — 1 ist wahr unter Z, falls es nicht der Fall ist, dal ¢ wahr unter Z
und v falsch unter T ist,
falsch unter Z  sonst.

¢ <> ist wahr unter Z, falls ¢ und ¢ beide wahr unter T
oder beide falsch unter Z sind,
falsch unter T sonst.
Andere Schreibweisen:
T |= ¢ : ¢ ist wahr unter Z.
T [~ ¢ : ¢ ist falsch unter Z.

Ausdruck der Wahrheitswertabhéngigkeit durch Wahrheitstafeln:

Konjunktion
Negation
¢ | oNY
¢ ﬁéb W W w
W f w I f
f W f w f
f f f
Adjunktion Subjunktion
¢ Y| VY ¢ Y| o=y
W W W W W W
w I A% w I f
f w W f w A%
f f f f f A
Bisubjunktion
6 V| e Grenzfille
W W w T N
M E
f w f
f f A%

Definition 2.2
(i) ¢ heiBt allgemeingiiltig oder eine Tautologie, wenn ¢ unter allen Bewertungen
wahr ist. Schreibweise: |= ¢

(i) ¢ heiBt kontradiktorisch oder eine Kontradiktion, wenn ¢ unter keiner Bewertung
wahr ist.

(iii) ¢ heifit konsistent, wenn ¢ unter mindestens einer Bewertung wahr ist.

(iv) ¢ heiBBt kontingent, wenn ¢ weder allgemeingiiltig noch kontradiktorisch ist.
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Wahrheitstafelverfahren

BEISPIELE.

A/B|lA v B — A A/B/lA N B — A
w | w w w w | W w w
w | f w w w | f f w
flw w f flw f w
f|f f w f|f f w
konsistent, kontingent allgemeingiiltig, konsistent
A \ = ; A — A ‘T oo

w|w w

flf w w wo bt
Tautologie, konsistent kontradiktorisch
A/B|A —- (=B — A

w | w w f w

w | f w w w

flw W f w

f]f W w f

Tautologie, konsistent

Definition 2.3
Aus y,. .., 10, folgt logisch ¢ (im Sinne der Junktorenlogik), falls ¢ unter allen

Bewertungen wahr ist, unter denen auch vy, ..., wahr sind.
Schreibweise: 1, ..., ¢, E 1)
—_——— ~—

Pramissen Konklusion

Formale Definition:

U1, ..., Un |E ¢ <=qef Fiir jede Bewertung Z gilt:
Wenn 7 |= 1, ...,Z = ¢, dann 7 = ¢.

Y = ¢ <=aet 0 = ¢ und ¢ |= 1 (logische Aquivalenz)
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Wahrheitstafelverfahren bei Folgerungsbeziehungen

BEISPIELE.
(i) AVB,-AEB
A|B|AVB|-A|B|E
w | w W [ |w
w | f W f f
- f{|w A% w | w |V
f|f f w | T gilt!
(i) AVB,AEB
A|B|AVB|A|B|E
- w|w w wlw| vV
- w | A\ wi| f| X
f | w W f|w
£ |1 f £ )1 gilt nicht!
Satz 2.4

U1, ..., ¥, = ¢ genau dann, wenn =y A ... A, — .

BEWEIS.
Zum einen muf bewiesen werden, dafl wenn 11, ..., 1, | ¢,dann =1 A ... A,— @
(“="), zum anderen, dafl wenn |= ¢y A ... A, = ¢, dann ¢y, ..., 1, | ¢ (“<=").

“=": 0, ..., Y, |E ¢ wird vorausgesetzt.
Sei 7 eine beliebige Bewertung, dann gibt es zwei Félle:

1. Fall: Sei Z(¢1 A ... Atpy) = Ww.
Nach Definition der Konjunktion ist dann Z(¢;) = ... = Z(¢,,) = w, und nach
Voraussetzung ist dann Z(¢) = w.
Mit der Definition der Subjunktion folgt dann Z(i; A ... A, = ¢) = w.

2. Fall: Sei Z( A ... Ath) = £,
Nach Definition der Subjunktion ist dann Z(¢y A ... A, = @) = w.

In beiden Féllenist Z(11 A ... A, — ¢) = w, und da Z beliebig, ist 1y A ... A, — @
allgemeingiiltig, d.h. =1 A ... A, — ¢.

“=":E U A ... A, — ¢ wird vorausgesetzt.

Sei Z eine Bewertung, so dafl Z(¢;) = ... = Z(¢,) = w. Nach Definition der
Konjunktion ist dann Z(¢; A ... Ay,) = w. Nach Voraussetzung kann es nicht sein,
daB zwar Z(¢1 A ... At,) = w aber Z(¢) = f, also mul Z(¢) = w sein. O

Korollar 2.5
Insbesondere gilt: ¢ = ¢ genau dann, wenn = ¢ — ¢.
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Wichtige Tautologien, Folgerungen bzw. Aquivalenzen
(Genauer gesagt: Schemata, da ¢, 1, 7 fiir beliebige Formeln stehen)

PAYHEPAP
OVYHE PV

@AY AT oA (PAT)
(OVy)vr oV (pVm)
(
(

} Kommutativitat von A und V

} Assoziativitat von A und V
PAY)V O =E ¢
PVYINSHE @

(@A) VT = (oVT) AWV )
(@VIAT Hl= (9 AT)V (P A)

OAT ko
oV Lk o

dAN-¢ == L insbesondere = = (¢ A —¢)
oV HET insbesondere = ¢V —¢

} Verschmelzung
} Distributivitdt von A und V

} Neutralitat von T und L

Dies sind Gesetze, die in einer beliebigen Booleschen Algebra gelten. Mengentheoreti-
sche Analoga erhélt man iiber folgende Korrespondenz:

A o~ N (Schnitt)
Voo~ U (Vereinigung)
- o~ 0\ (Komplement)
L~ 0 (Leere Menge)
T ~ V (Allmenge)
4 ~ = (Gleichheit)

Weitere Gesetze:

——¢ = ¢ doppelte Negation

—(oAY) A —pV
~(0VY) HE oAy

PN = ¢
PV =E S

Mit Subjunktion:

} De Morgansche Gesetze

} Idempotenz

d—, 0= modus (ponendo) ponens

¢— 1, = —¢  modus (tollendo) tollens

6= L =k 0
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T—o-ko

6= L9

p—oYp—oTEPoT Transitivitat
A N INCES)
GAY =T (P )V ()
p=UATHE (B Y)A(6—T)

p= VT HE (B )V (6 )

Eine Auflistung dieser und anderer wichtiger junktorenlogischer Gesetze findet sich
in diversen Lehrbiichern, z. B. bei Oberschelp: Logik fiir Philosophen, Mannheim
1992, S.56f.



3 Junktorenlogische Normalformen

Definition 3.1
(i) ¢ ist unmittelbare Teilformel von —¢.

(ii) ¢ und @ sind unmittelbare Teilformeln von ¢ A, N b, ¢ — b, ¢ <> 1.

(iii) ¢ ist Teilformel von v, wenn ¢ mit v identisch ist oder Teilformel einer
unmittelbaren Teilformel von v ist.

Theorem 3.2 (Ersetzungstheorem)
Angenommen, ¢ kommt in 1) als Teilformel vor. Es entstehe 1’ aus 1) durch Ersetzung
dieses Vorkommens von ¢ durch ¢'. Falls ¢ = |= ¢’ gilt, dann gilt auch ) == 1'.

BEISPIEL.
Da ANB=E BAA,ist auch (AANB)VC HE (BANA)VC.

BEWEIS.
Da ¢ == ¢/, ist die Hauptspalte der Wahrheitstafel fiir ¢ mit der fiir ¢’ identisch.
Also dndert sich an der Hauptspalte fiir ¢) nichts, wenn wir ¢ durch ¢’ ersetzen. Also

vEY 0

Adjunktive Normalformen

BEISPIEL.
Betrachte folgende Wahrheitstafel einer Formel ¢:
Y1 | [ Y3 ] @

)
wlw|w|w (1 Atba Aih3)
w|lw|f |f
w|f|w|w Voo (P A by Afs)

w | f | f]f adjunktive Normalform
flw|w]|f

flw/|f|f

f f w w V (_'1/11 VAN _'wg A 7,@3) )

f ] f ] f|f

Es gilt: ¢ = |= (Y1 Ao A3) V (1 A by Ag) V (—h1 A —tha A dg)

Dieses Verfahren heifit Konstruktion einer adjunktiven Normalform zu ¢.

11
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KONKRETES BEISPIEL.
A B C|AvB—=C

(ANBAC)
vV (AAN-BACQC)
(mAANBAC)

V. (FAA-BAQ)
vV (mAA-BA-O)

- R
£ 8 g = - g
<

Grenzfall: Keine Aussagesymbole

(L - 1) = (T —= T

f W f W W W W T
T — 1

w f f 1

Definition 3.3
(i) Ein Literal ist ein Aussagesymbol oder dessen Negation.

(ii) Eine Elementarkonjunktion ist eine Konjunktion von Literalen.
(iii) Eine FElementaradjunktion ist eine Adjunktion von Literalen.

)

)
(iv) Eine adjunktive Normalform ist eine Adjunktion von Elementarkonjunktionen.
(v) Eine konjunktive Normalform ist eine Konjunktion von Elementaradjunktionen.
)

(vi) Grenzfille: T ist die leere Konjunktion, L die leere Adjunktion.

Satz 3.4

Zu jeder Formel lafit sich eine dquivalente adjunktive Normalform sowie konjunktive
Normalform angeben. Diese heifit eine adjunktive, bzw. konjunktive Normalform
dieser Aussage.

BEWEIS.

Die aus der Wahrheitstafel fiir ¢ gebildete adjunktive Normalform ¢’ hat dieselbe
Hauptspalte wie ¢. Also gilt: ¢ = ¢/

Zur Konstruktion einer konjunktiven Normalform bilden wir eine adjunktive Nor-
malform zu —¢. D. h.

O HE (PuA .. AV V(G A Adyn,)

mit Literalen ¢;.
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Durch Negation auf beiden Seiten erhélt man:

Nach Wegstreichen der doppelten Negation auf der linken Seite erhdlt man

¢=E (P A ... Adin)V .. V(P A o Adjn;))

Die rechte Seite wird mit De Morgan umgeformt zu

und weiter zu

o=E (V... Vb )AL A2V LV D)

Nach Wegstreichen doppelter Negationen bei jenen Literalen ¢;;, die negierte Aussa-
gesymbole sind, liegt dann die konjunktive Normalform zu ¢ vor. (Achtung: implizit
Ersetzungstheorem benutzt.) O

BEISPIEL.
Konstruktion einer konjunktiven Normalform zu AV B — C"

1. Adjunktive Normalform zu —(AV B — C) konstruieren:

A B C|—-(AvB—C(C)

w o w o w|f

w o w f|w (ANBA-C)
w f w|f

w f f|w V. (AAN-BA-C)
f w wif

f w f|w VvV (mAANBA-C)
t £ w|f

t f f | f

2. Negation der adjunktiven Normalform zu —=(AV B — ') mit De Morgan in
konjunktive Normalform umformen:

AVB—CHE ~((ANBA=C)V(AN-BA-C)V(mANBA-C))
= (AANBA-C)AN=(AN=BA=C)AN=(=AANBA-C)
== (mAV-BV--C)A(mAV =BV -=C) A (——=AV =BV --C)
=HE (mAV-BVC)AN(mAVBVC)AN(AV-BVC)



4 Funktionale Vollstandigkeit

Ein n-stelliger Junktor J ist ein Operator der grammatischen Kategorie

S

S...8
1
Eine Formel mit Hauptjunktor J hat die Form J(¢1, ..., ¢,) fir Formeln ¢4, ..., ¢,.
Statt —(¢) haben wir —¢ geschrieben.

Statt A(é1, p2): (61 A ¢a) (Infixnotation).

Wir betrachten jetzt beliebige Junktoren J.

Die Semantik von J wird dadurch gegeben, dafl man festlegt, wann J unter einer
Bewertung wahr ist in Abhéngigkeit von den Argumenten von .J, d.h. durch eine
Wahrheitstafel.

BEISPIEL.
¢ P2 @3 | J(d1, P2, P3)
w W W |w
w w f | f
w f w|f
w f f|f
f w wlf
f w |1
f £ wlf
f £ f|w

J 1aBt sich also so ausdriicken: J(¢1, ¢a, 03) =S| (01 A P2 A d3) V (md1 A o A —¢h3)

Satz 4.1
Jeder Junktor 148t sich durch A, V, =, T, L definieren.

BEWEIS.
Bilde eine adjunktive oder konjunktive Normalform. a

Satz 4.2
(i) Jeder Junktor lafit sich durch A, — definieren.

(ii) Jeder Junktor l&Bt sich durch V, — definieren.
(iii) Jeder Junktor lafit sich durch —, — definieren.

(iv) Jeder Junktor lafit sich durch —, L definieren.

Man sagt auch: {A\,—}, {V,—}, {—,-}, {—, L} sind wahrheitsfunktional (kurz:
funktional) vollstdndige Mengen von Junktoren.

14
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BEWEIS.
(i) oV (-9 A—Y)
THE~(¢A~9)

LHEoA—9
Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.1

(ii) oA == (=0 V)
THE¢V—¢
L=E(oV-9)
Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.1

(iii) ¢Vep 9=
PAY == =(0—=—Y)
Tk 60
LE~(¢—9)
Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.1

(iv) =6 = 6 L
THEL1L—>1
Damit folgt die Behauptung aus (iii). O

BEMERKUNG.

In den Fallen (i)—(iii) ist zu beachten, dafl fiir die Definition von T und L ein
beliebiges Aussagesymbol ¢ im definiens zur Verfiigung stehen mufl. Verlangt man
also bei der Definierbarkeit, dafl im definiens keine neuen Aussagensymbole gegeniiber
dem definiendum eingefithrt werden, so sind T und L nicht durch {A, -}, {Vv, -}
oder {—, —} definierbar.

Definition 4.3
Die Negatkonjunktion | ist definiert durch:

oY |oly

w | w f

w | f f “weder ... noch ...”
f|w f “nicht eines von beiden”
f|f W

Offensichtlich gilt: ¢ | ¥ == —=(p V) (“Negation der Adjunktion”, “NOR”)
=HE oA (“Konjunktion der Negate”)

Weitere Bezeichnungen: “Peircescher Junktor” (C.S. Peirce, 1880, publ. 1933), “Shef-
ferscher Strich” (H. M. Sheffer, 1913)

Satz 4.4
Mit der Negatkonjunktion 148t sich jeder Junktor definieren.
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BEWEIS.
Die Menge {—, A, V} ist wahrheitsfunktional vollstéandig und es gilt:

(i) fur die Negation: =¢ g = ¢ | ¢
(i) fiir die Adjunktion: 6V == (6 L ) == (64 ¥) L (64 )
(i) fir die Konjunktion: ¢ A v == 6 |~ = (6.4 6) L (4 4 ©) 0

BEMERKUNG.
Fir T und L gilt das nur mit der in der Bemerkung nach Satz 4.2 erwdhnten

Einschrinkung.

BEISPIEL.
Darstellung des Beispieljunktors J(¢1, ¢2, ¢3) durch die Negatkonjunktion, ausgehend

von der adjunktiven Normalform:

J(¢1a ¢2, ¢3) :( ):
1
1k

G1L NP2 N P3) V (mp1 Ao A —s3)
PrAG2 AP3)V ((d1 4 ¢1) APz 4 d2) A3 L ¢3))
(P14 d1) L (P24 d2)) ANp3) V (D1 L d1) A2 L d2) A3 L ¢3))

AA/\/—\

(
= ((¢1 4 01) 4 (921 ¢2)) | ((¢v $1) L (21 92))) L (&3 | ¢3))
V(914 @2) L (01 ¢2)) | 03)
B

= (el f) AFE (el p) | (alf)
Man beachte, dafl | nicht assoziativ ist, d. h. es gilt nicht notwendigerweise:

(014 ¢2) L @3 == 91 | (02 | ¢3)

Die zu | duale Negatadjunktion 1, die man ebenfalls als “Shefferschen Strich” be-
zeichnet, wird in den Ubungen behandelt. Fiir den historischen Zusammenhang
vergleiche die Artikel “Negatadjunktion”, “Negatkonjunktion”, “Peircescher Junktor”
und “Shefferscher Strich” in der Enzyklopddie Philosophie und Wissenschaftstheorie
(hrsg. von Jiirgen Mittelstral, Mannheim bzw. Stuttgart 1984-1996).



5 Analytische Tableaux

Die Wahrheitstafelmethode erlaubt die semantische Priifung von Formeln durch
Betrachtung aller Wahrheitswertverteilungen (Bewertungen) fiir Aussagesymbole. Ein
anderes Verfahren besteht in der systematischen Suche nach Gegenbeispielen mit Hilfe
von “analytischen Tableaux”. Dieses Verfahren wurde von Raymond M. Smullyan
entwickelt (First-Order Logic, 1968, 1995). Es erlaubt, im Rahmen der anschaulichen
Entwicklung einer Formeltafel (eines Tableaus) immer dann ein Gegenbeispiel zu
einer Formel (d. h. eine Bewertung, unter der sie falsch wird) zu erzeugen, wenn es
ein Gegenbeispiel gibt. Umgekehrt gestattet es damit, aus der Nichterzeugbarkeit
eines Gegenbeispiels auf die Allgemeingiiltigkeit der Formel zu schlieen. Dieser
Ansatz ist auch brauchbar in Féllen, in denen die Wahrheitstafelmethode versagt
(Quantorenlogik).

BEISPIELE.
(i) Tableau fir ANB— A (ii) Tableau fir A—-BV A
1. f ANB— A 1 fA—--BVA
2. wAAB (1) 2. w A (1)
3. fA (1) 3. f-BVvVA (1)
4. w A (2) 4 f -B (3)
5. wB () 5 A @)
3x4 2x5
(iii) Tableau fiir -(AV B) - —-AA-B (iv) Tableau fir AVB— A
1 f -(AvB)—-AAN-B 1. tAVvB— A
2 w —(AV B) (1) 2. w AV B (1)
3 f =AAN-B (1) 3. fA (1)
4. f AvB (2) 4. wA (3)| wB (2
5. f A (4) 3 x4 o
6 B (4)
7. f-A4 (3) f -B (3)
8. wA (7) w B (7)
5x8 6x38
Leseweise

Links am Rand sind die Zeilen fortlaufend durchnummeriert. Die oberste Formel ist
diejenige, zu der ein Gegenbeispiel gesucht wird, bzw. die man versucht, dadurch
zu begriinden, daffl man ihr Gegenteil zum Widerspruch fithrt. Daher ist sie mit f
signiert. Rechts am Rand steht jeweils in Klammern die Zeilennummer, aus der sich
die gegenwiirtige Zeile durch Anwendung einer Regel ergibt. Der senkrechte Strich
trennt Zweige des Tableaus. Der waagerechte Strich am Ende eines Zweiges wertet
ihn aus:

n x m besagt, dafl in diesem Zweig zwischen der Zeile n und der Zeile m ein
Widerspruch besteht, dieser Zweig also kein Gegenbeispiel liefert.

17
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o besagt, dafl in diesem Zweig kein Widerspruch auftritt, obwohl alle nichtatomaren
signierten Formeln ausgewertet worden sind, d. h., dal dieser Zweig ein Gegenbeispiel
liefert.

Zum Beispiel wird im dritten Tableau die Formel =(AV B) - -A A =B dadurch
bewiesen, dafl die Annahme, sie sei falsch, in allen Zweigen zu einem Widerspruch
gefithrt wird. Im linken Zweig besteht ein Widerspruch zwischen den Zeilen 5 und 8,
im rechten Zweig zwischen den Zeilen 6 und 8.

Definition 5.1
(i) Signierte Formeln sind Ausdriicke der Form w ¢ oder f ¢ fiir Formeln ¢ (meta-
sprachliche Variablen fiir signierte Formeln: o, aq, as, 8, 51, Ba, 0, 0’).

(ii) Ein analytisches Tableau ist eine Baumstruktur von signierten Formeln, die
nach folgenden Regeln generiert wird:

w o= fo—v
f¢‘ww w ¢
f
W OAY fony
L) f¢‘fw
w Y
w oV fovy
W(b‘Ww fo
f
W ¢ f —¢
fo w ¢

(iii) Ein Tableau fiir ¢ ist ein Tableau das mit f ¢ beginnt.
(iv) Ein Tableau fiir ¢1, ..., ¢, |= 1 ist ein Tableau, das mit

W 1

W ¢n

f v
beginnt.

(v) Ein Zweig eines Tableau heifit geschlossen, wenn er sowohl w ¢ als auch f ¢
enthélt fiir ein beliebiges ¢.

(vi) Ein Zweig eines Tableau heifit offen, wenn
1. auf jede komplexe signierte Formel in diesem Zweig eine Regel angewendet
wird,

2. fiir kein ¢ sowohl w ¢ als auch f ¢ auftritt.
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(vii) Ein Tableau heiit geschlossen, wenn alle seine Zweige geschlossen sind.

(viii) Ein Tableau heifit offen, wenn es einen offenen Zweig enthilt.

BEISPIELE.
(i) Tableau fiir (AANB—C)— (A—(B—C))

L. f(ANB—=C)—(A—(B—0))

2. wAANB—C (1)
3. fA—(B—C) (1)
4. f ANB (2) w C (2)
5. fA (4) f B (4) w A (3)
6. wA (3 wA (3)| tB=C (3)
7. tB=>C 3)| f{B—=C (3) w B (6)
8. 5x 6 w B (7) fc (6)
9. fc (7 4x8

5x8

In welcher Reihenfolge die Zeilen ausgewertet werden spielt keine Rolle. Zum
Beispiel ist auch das folgende ein Tableau fiir (AAB —C)— (A— (B—C)):

f (ANB—C)— (A= (B—())
wAANB—C (1)
tA—(B—C) (1)

w A (3)
f B—>C (3)
w B (5)
fC (5)

fANB (2)| wC (2)

fA )| f£fB (8| 7x8

4x9 6x9

© 0N T W

(ii) Tableau fir AVB— AAB

1. fAVB—ANANB

2. w AV B (1)

3. t ANB (1)

4. w A (2) w B (2)

5. fA 3) B 3)| fA 3)| fB (3)
4x5 o o 4 x5

Das zweite Beispiel zeigt, dafl ein offener Zweig ein Gegenbeispiel liefert: Sowohl
unter der Bewertung w A und f B (zweitlinker Zweig) als auch unter der Bewertung
w B und f A (zweitrechter Zweig) wird AV B — A A B falsch.

Wir teilen die Tableauregeln in a-Regeln und S-Regeln ein.
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Definition 5.2

(i) Regeln der Form «; oder (j heiflen a-Regeln.
1
&%)

(ii) Regeln der Form b heiflen (3-Regeln.
Bu | Ba

BEMERKUNG.

Eine Regel der Form OO; wird hier fiir die Negation benotigt. Alternativ kénnte
1

man fiir die Negation auch eine -Regel der Form verwenden. Dies fithrt

B
Bl B

jedoch zu unnotigen Verzweigungen.

Definition 5.3
(i) w o stimmt unter einer Bewertung Z, falls ¢ unter Z wahr ist.

(i) f¢ stimmt unter einer Bewertung Z, falls ¢ unter Z falsch ist.

Lemma 5.4
Fiir unsere Tableauregeln gilt:

(i) bei a-Regeln: Wenn «; und ay stimmen, dann stimmt auch .
bei B-Regeln: Wenn [3; stimmt, dann stimmt auch (.
Wenn (B, stimmt, dann stimmt auch f3.

(ii) bei a-Regeln: Wenn « stimmt, dann stimmt sowohl oy als auch as.
bei B-Regeln: Wenn [ stimmt, dann stimmt (1 oder 35 (oder beide).

Das alles ist relativ zu einer Bewertung L.

BEWEIS durch Inspektion der Tableauregeln und Vergleich mit den Wahrheitstafeln
der Junktoren.

Theorem 5.5
Falls ein Tableau einen offenen Zweig hat, dann gibt es eine Bewertung Z, unter der
alle signierten Formeln in diesem Zweig stimmen.

BEWEIS.
Gegeben sei ein offener Zweig. Fiir Aussagesymbole ¢ sei

w falls w ¢ in dem Zweig vorkommt,

f sonst.

I<¢> —def {

Da der betrachtete Zweig offen ist, kommt fiir kein ¢ sowohl w ¢ als auch f ¢ vor. 7
ist also wohldefiniert.

Wir fithren Induktion iiber der Komplexitét der signierten Formeln o im Zweig:
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1. Fall: o ist w ¢ oder f ¢ fiir ein Aussagesymbol ¢. Dann stimmt ¢ nach Definition.

2. Fall: o ist ein « im Sinne von Definition 5.2. Dann kommen a; und ay (bzw. nur
a;q im Fall der Negation) in dem betrachteten Zweig vor. Da oy und s weniger
komplex als a sind, konnen wir annehmen (nach Induktionsvoraussetzung),
daBl oy und as beide stimmen. Aus Lemma 5.4 (i) ergibt sich die Behauptung.

3. Fall: ¢ ist ein 8 im Sinne von Definition 5.2. Dann kommt g; oder £ in dem
betrachteten Zweig vor. Da (8 bzw. 55 weniger komplex ist als 3, kénnen wir
annehmen (nach Induktionsvoraussetzung), daf es (5, bzw. §2) stimmt. Also
stimmt auch § nach Lemma 5.4 (i). O

Folgerung 5.6 (Semantische Vollstindigkeit des Tableauverfahrens)
Wenn ¢ eine Tautologie ist, dann gibt es kein offenes Tableau fiir ¢, d.h. jedes
Tableau fiir ¢ 148t sich zu einem geschlossenen Tableau erweitern (dadurch, dafi man
alle moglichen Auswertungen vornimmt).

BEWEIS.

Wenn ¢ eine Tautologie ist, dann gibt es keine Bewertung unter der ¢ falsch ist.
Also stimmt f ¢ bei keiner Bewertung. Als oberste Formel gehort f ¢ jedoch zu jedem
Zweig eines beliebigen Tableaus fiir ¢. |

Theorem 5.7
Falls es eine Bewertung Z gibt, unter der eine signierte Formel o stimmt, dann gibt
es kein geschlossenes Tableau, das mit o beginnt.

Folgerung 5.8 (Semantische Korrektheit des Tableauverfahrens)
Falls es ein geschlossenes Tableau fiir ¢ gibt, dann ist ¢ eine Tautologie.

BEWEIS VON THEOREM 5.7.
Wir betrachten ein beliebiges Anfangsstiick

g

0_/
eines Zweiges. Wenn alle signierten Formeln zwischen ¢ und ¢’ stimmen, dann stimmt
nach Lemma 5.4 (ii) auch mindestens eine der Fortsetzungen davon (wenn es eine
Fortsetzung gibt):

o o o
a a B
651 651 51 ‘ 52

&%)



5 ANALYTISCHE TABLEAUX 22

(wobei o’ entweder « oder 3 ist), d. h. alle signierten Formeln zwischen o und oy bzw.
zwischen o und «s bzw. zwischen ¢ und S; oder ¢ und S5 stimmen. Durch Iteration
dieses Verfahrens, ausgehend von o als einem Anfangsstiick der Lénge 1, erhélt man,
wenn o stimmt, einen Zweig, in dem alle signierten Formeln stimmen. Damit kann
das gegebene Tableau nicht geschlossen sein. O



6 Die formale Sprache der Quantorenlogik

Gegeben sei eine Menge A = A; U Ay U A3 die folgendes umfaft:
Ai: Menge von Aussagesymbolen.

As: Menge von Prdadikatsymbolen, wobei jedes Pradikatsymbol eine feste Stellenzahl
hat. Metasprachliche Variablen: II, ITy, 1, . ..

Ajs: Menge von Individuenkonstanten, kurz: Konstanten.
Metasprachliche Variablen: o, aq, as, . ..

Jede dieser Mengen kann leer sein. (Ist Ay leer, kommen wir nicht tiber die Junkto-
renlogik hinaus.) Die drei Mengen miissen paarweise disjunkt sein.

Ferner sei eine abzéhlbar unendliche Menge von Individuenvariablen (kurz: Variablen)
gegeben: {x,y, z, u,v, w, x1, T, ...}. Metasprachliche Variablen: £, &, &, . ..

Wir definieren Terme und Formeln iiber A, lassen jedoch den Bezug auf A als
selbstverstandlich weg.

Definition 6.1 (Terme)
Terme sind wie folgt definiert:

(i) Jede Konstante ist ein Term.
(ii) Jede Variable ist ein Term.

Metasprachliche Variablen fiir Terme: 7, 7, 75, . ..

Definition 6.2 (Atomformeln)
(i) Jedes Aussagesymbol ist eine Atomformel.

(ii) Ist IT ein n-stelliges Pradikatsymbol (n > 1) und sind 7, ..., 7, Terme, dann
ist II(7y,...,7,) eine Atomformel.

BEMERKUNG.
Wir konnen Aussagesymbole als O-stellige Préadikatsymbole betrachten.

Definition 6.3 (Formeln)
(i) Jede Atomformel ist eine Formel.

(ii) T und L sind Formeln.
(iii) Mit ¢ ist auch —¢ eine Formel.
(iv) Mit ¢ und # sind auch (¢ AY), (¢ V), (¢ — 1), (¢ <> 1) Formeln.

(v) Ist ¢ eine Formel und ¢ eine Variable, dann sind V¢ und 3¢ Formeln.
Metasprachliche Variablen fiir Formeln: ¢, ¢, ¢4, . ..

23
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Ableitungsbaum geméfl Bildungsregeln:

VoIy(P(z,y) vV 32(Q(2) = ~P(z,y)))
Jy(P(z,y) v Iz(Q(z) = ~P(z,y)))
P(z,y)V3z2(Q(z) = ~P(z,y))
T
P(z,y) 32(Q(z) = —~P(z,y))
(

Q(z) = ~P(z,y)

T
Q(z) ~P(z,y)
P(z,y)

Regeln zur Klammerersparnis:

24

Wie frither. Zusétzlich gilt als abgekiirzte Schreibweise bei Atomformeln: Il ... 7,

statt I1(7y,...,7,), falls keine Mifiverstindnisse moglich sind.

Der Begrift des Vorkommens eines Zeichens in einem anderen Zeichen sei nur intuitiv

erldutert: Zum Beispiel enthélt Vo (P(z) AQ(z)) drei Vorkommen von x.

Definition 6.4 (frei/gebunden)
(i) Jedes Variablenvorkommen in einer Atomformel ist frei.

(ii) Die freien bzw. gebundenen Variablenvorkommen in ¢ und v sind auch freie bzw.

gebundene Variablenvorkommen in —¢, (¢ AY), (¢ V), (¢ =), (¢ <> ).

(iii) Jedes freie Vorkommen von £ in ¢ ist ein gebundenes Vorkommen von ¢ in V¢

und 3€¢. Alle anderen freien bzw. gebundenen Variablenvorkommen in ¢ sind
auch freie bzw. gebundene Variablenvorkommen in V&¢ und 3¢¢. Wir sagen
von den freien Vorkommen von £ in ¢ auch, dafl sie im Wirkungsbereich des

Quantors Vé¢ bzw. FE¢ liegen.

BEISPIEL.
Vr(Px A Qry) — JyRry
Vv — x weder frei noch gebunden
Jy — y weder frei noch gebunden
Pz, Qry — x gebunden
Rzy — y gebunden
Qry — gy frei
Rzy — x frei

(alles bezogen auf die Gesamtformel)
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Definition 6.5
(i) € ist frei bzw. gebunden in ¢ / & ist freie bzw. gebundene Variable von ¢ < g
in ¢ gibt es ein freies bzw. gebundenes Vorkommen von &.

(ii) Eine Formel, die mindestens eine freie Variable enthélt, heifit offen. Eine Formel
ohne freie Variable heifit geschlossene Formel oder Aussage (im technischen
Sinn, zu unterscheiden vom philosophischen Sinn von “Aussage”).

Definition 6.6 (Substitution)
(i) ¢[¢/a] ist das Ergebnis der Ersetzungen aller freien Vorkommen von ¢ in ¢
durch o.

(i) ¢[¢/¢'] ist nicht definiert, falls £ in ¢ im Wirkungsbereich eines Quantors V¢’
oder 9¢” vorkommt. Ansonsten ist es das Ergebnis der Ersetzung aller freien
Vorkommen von £ in ¢ durch ¢’

BEMERKUNGEN.
(i) ¢[¢/€'] = ¢ falls £ in ¢ nicht frei vorkommt.

(ii) [ / ] bezieht sich immer auf die ganze vorangegangene Formel. Sonst ist
Klammerung nétig. Zum Beispiel ist Pz V (Rxy [x/z]) = Pz V Rzy, wihrend
Pz V Rxy [x/z] = PzV Rzy ist.

BEISPIELE.
(i) Va(Px AQy) [y/a] ist Yz(Pz A Qa)

(ii) Jz(Pry— Qy) [y/a] ist Fz(Pra— Qa)

(iii) VzPxy [y/x] ist nicht definiert.



7 Die Semantik der Quantorenlogik

In der Junktorenlogik verstanden wir bisher unter einer Interpretation (Bewertung)
eine Funktion von Aussagesymbolen in Wahrheitswerte.

Wir nehmen jetzt ein Universum U (‘universe of discourse’) von Individuen (Ge-
genstanden) an. U sei nicht leer.

Wir nehmen ferner an, daf§ es zu jedem u € U einen Namen u gibt. Um diese Namen
erweitern wir unsere quantorenlogische Sprache.

Definition 7.1
Eine U-Formel bzw. ein U-Term entsteht aus einer Formel bzw. einem Term dadurch,
dafl man eine oder mehrere freie Variablen durch Namen von Objekten in U ersetzt.

BEISPIELE.
P(u1,ug, z,a) fiir uy,up € U ist eine U-Formel,
Ve3y(P(u,z) = Q(y)) fir u € U ist eine U-Formel.

Definition 7.2

Eine Interpretation Z iiber U ist eine Funktion, die folgende Zuordnungen enthélt:
Ay —{w, f} (Aussagesymbolen werden Wahrheitswerte zugeordnet.)

Ay — Attr(U) (Pradikatsymbolen werden Attribute iiber U zugeordnet.)

A3 — U (Konstanten werden Gegenstinde zugeordnet. )

Ferner gilt: u — wu.

Hierbei ist Attr(U) die Menge der Attribute iiber U. Durch ein n-stelliges Attribut
(n > 1) ist von jedem n-Tupel (uy,...,u,) festgelegt, ob das Attribut auf dieses
zutrifft oder nicht.

BEISPIEL.
A—~w

P— P e Attr(U)
a—uel

Definition 7.3
‘Eine geschlossene U-Formel ¢ ist wahr unter I’ bzw. ‘eine geschlossene U-Formel
¢ st falsch unter T’ (‘T |= ¢’ bzw. ‘I [~ ¢’) ist wie folgt definiert:

ITEo¢ falls Z(¢)=w

fall A bol
1z F’é ¢ falls I(¢) —f } alls ¢ Aussagesymbo

T (7, ...,1,) falls das Attribut Z(IT) auf die Individuen Z(ry), ..., Z(7,) zutrifft.
T W (7, ..., 7,) falls dies nicht der Fall ist.

IET

TH1

T —¢falls T} ¢

ITH-¢falsZ |=¢

26
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ITEoNYfallsT =¢und T |9
T [~ ¢ A falls dies nicht der Fall ist.

ITE oV fallsZ = ¢ oder I =1
T [~ ¢V falls dies nicht der Fall ist.

7 = ¢ — 4 falls nicht: (Z = ¢ und Z } )
THo—yfallsZT =¢und Z [~ o

7 |= ¢ <> ¢ genau dann, wenn (Z = ¢ und Z |= ) oder (Z = ¢ und Z = ).

T =V falls fur allew e U: T |= ¢ [€/u]
T [~ V¢ falls fir mindestens ein u € U: Z = ¢ [€/u]

7 |= 3¢ falls fir mindestens ein u € U: Z |= ¢ [£/u]
T W= 3o falls fiir alle uw € U: T W= ¢ [€/u]

Definition 7.4

Eine offene Formel ¢ mit den freien Variablen &1, ..., &, ist wahr unter T (Z = ¢),
falls Z = V& .. . V€0 und falsch unter I (I (= ¢), falls Z = V& ... V€.

7 heifit Modell fiir eine Formel ¢, falls Z = ¢.

Definition 7.5

Eine Formel ¢ (nicht U-Formel) ist allgemeingiiltig (logisch wahr), wenn fiir jedes U
und jedes Z iiber U gilt: Z |= ¢. Schreibweise: = ¢.

Y folgt logisch aus einer Menge von Formeln ®, wenn fiir jedes U und jedes Z iiber

U gilt: Falls Z |= ¢ fiir jedes ¢ € ®, dann Z |= 9. Schreibweise: ¢ = 1.

BEMERKUNGEN.
(i) Wir benotigen die U-Formeln zur Interpretation von Quantoren.

(i) Man kommt auch ohne die Annahme aus, dal jedes Objekt einen Namen hat.
Die Semantik wird dann etwas komplizierter.

(iii) Es gilt nicht mehr allgemein: ¢ =19 < = ¢ — 1 (vgl. Satz 2.4).
Genauer: ‘<=’ gilt allgemein, ‘=" gilt nur fiir geschlossene Formeln.

BEISPIEL.

Es ist Px = VyPy, d.h. VyPy folgt logisch aus Px:
Sei Z beliebig. Sei Z = Px.

Das bedeutet nach Def. 7.4, dafl Z |= VaPx.

Damit gilt auch Z | VyPy.

Jedoch gilt nicht: = Px — VyPy.

Denn 7 = Pz — VyPy bedeutet Z = Va(Px — VyPy).
Gegenbeispiel:

U ={0,1}

P % P, wobei P(0) gilt, P(1) jedoch nicht.

Dann Z = PO, aber T (£ VyPy.
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(iv) Entsprechend gelten die junktorenlogischen Bewertungsregeln nicht mehr allge-

mein.
BEISPIEL.
Ik ¢V <TE¢oder I gilt nicht allgemein fiir offene Formeln.
Denn: 7 PxVQu 7T Px T EQx
—_—— —— ———
bedeutet bedeutet bedeutet
T =Vz(PxV Q) T =VaPx T = VzQux

Dann ist z. B. fiir U = Menschen und Z(P) = ist grof§ und Z(Q) = ist klein
7 = Vx(Px V Qx), aber nicht: Z = VxPx oder 7 |= VzQx.



8 Grundlegende Gesetze der Quantorenlogik

Satz 8.1
(i) B ~VEp <> I

(i) | —3p Ve
(iii) |= VEp > =3¢
(iv) |= 3¢ > Vo

BEWEIS.
(i) Sei {&1,...,&,} die Menge der freien Variablen in VE¢.
Dann ist zu zeigen:

T = V& .. V& (VED <> FE—¢) fiir beliebiges Z iiber beliebigem Bereich U.

D.h. fiir alle uy,...,u, € U:
T NVEole/w] .- - [En/un] < 3620161/l - - [6n/u,]
¢/ ¢/
D.h.: T |= —~VEd ¢ I,
D.h. (a) Nicht: sowohl Z |= =V¢¢' als auch Z p= 3¢—¢'.
IV = T Vg
= es gibt u € U mit Z |~ ¢’ [£/u]
= es gibt u € U mit Z = —¢' [£/u]
=7 E 3¢
(b) Nicht: sowohl Z |= 3¢—¢" als auch T = —VE¢'.
T E 3¢ = es gibt einu € U mit Z = ¢’ [§/u]
= es gibt ein u € U mit Z & ¢' [§/u]
ST vey
= T b —ved.
(ii)—(iv) analog. O

BEMERKUNG.

Der Ubergang von Formeln mit freien Variablen zu solchen ohne freie Variablen ist
offensichtlich. Wir kénnen daher kiinftig o. B.d. A. in den Beweisen annehmen, daf
die vorkommenden Formeln geschlossen sind.

Satz 8.2
(1) = V&VE20 < VEVE @

(ii) = 361360 <> 363610
(iii) = VEp<> ¢ falls & nicht frei in ¢.
(iv) |E Ip<«> ¢ falls & nicht frei in ¢.

29
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BEWEIS.

(1) 7T ): V§1V§2¢ [fl/ul] [gg/UQ] fir alle U1, U € U

& Ik¢
& TEo¢|[&/ué/y) fir alle uy, ug € U
& Tk

VEVE19
(ii)—(iv) analog. O

Satz 8.3
(i) B VE(OAY) < VES NVEY

(6 A)
(ii) = (P V1) <> IV Y

(iii) = VE(SV ) o Ved v falls & nicht frei in .
(iv) E (O AY) <> TFEP N falls € nicht frei in ).

BEWEIS.

(i) ZF3lovey) IE (V) [¢/u] fireinueU
k¢ [¢/ulVvi [§/y] fir einue U
IE¢[¢/u]oder T =4 [¢/yl

T = 3¢¢ oder T |= 3¢

Die anderen Fille gelten analog. |

teoe

Satz 8.4 (Gebundene Umbenennung)
Falls & nicht frei in ¢ vorkommt, dann gilt:

(i) | V610 V(o [61/82))
(ii) = 319 > Fa(d [§1/&2])

BEWEIS.
Offensichtlich, da wir Substitution global und nicht induktiv erklédrt haben. O

BEISPIELE.

(i) | VePx <+ VyPy
(i) E VadyPry <> VrIvPav
(i) | VaPzV Qy <+ YyPyV Qy

)

(iv) Jedoch: p£ Vx Py <> VyPyy

Definition 8.5
Die Definition von Teilformeln (Def. 3.1) wird wortlich iibernommen und ergénzt
um die Klausel:

¢ ist unmittelbare Teilformel von 3¢¢ und VE¢.

Dies gilt entsprechend auch fiir U-Formeln.
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Theorem 8.6 (Ersetzungstheorem, vgl. Theorem 3.2)
¢ komme in 1) als Teilformel vor. 1’ entstehe aus ¢ durch Ersetzung dieses Vorkom-

mens von ¢ durch ¢'. Falls = ¢ <> ¢/, dann |= ¢ <> ).

BEWEIS.
Induktion iiber den Aufbau von Formeln.

(i) % sei atomar. Dann ist ¢ mit ¢ identisch.

(ii) ¢ ist unmittelbare Teilformel von ¢ und ¢ beginnt nicht mit einem Quantor:
junktorenlogisches Argument.

(iil) ¢ sei I (z.2.: =P <)
Falls 7 = 3¢¢, dann 7 |= ¢ [€/u] fiir ein u € U.
Dann Z = ¢’ [{/u] aus = ¢ <> ¢,
Dann 7 = 3¢¢', d.h. 7 = ¢/,

(iv) Entsprechend fiir V. O

Satz 8.7
Falls & nicht frei in v ist, gilt:
(i) E (V=) < 3(0—v)
(i) = (3o —=v) = V(o — 1)
(iii) |= (¥ =€) > V(v — )
(iv) = (= 3E¢) <> I (= )

BEWEIS.
(i) & (Vép—1) < VEPV Y Junktorenlogik
& F-oVe |81+ 86
& 3e-pVIEY | 8.2 + 8.6
& 3(-6VY) | 8.3 + 8.6
< JE(p— 1) | Junktorenlogik

Die tibrigen Beweise zu (ii)—(iv) werden analog gefiihrt. O

Satz 8.8

Falls & nicht frei in v, dann gilt:
Q&P+ > QE(d * 1))

fiir x als N\ oder V und Q alsV oder 3.

BEWEIS.
Als Beispiel V und A:

= (VEO A ) ¢ (VEQAYEY) | 8.2 + 8.6
= (V€@ AVED) S VE(DAY) | 8.3 + 8.6 O
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Definition 8.9

Eine Formel ist in prdanexer Normalform, falls sie die Form Q& ... Q,&,.¢ hat, wobei
Q; beliebige Quantoren sind und ¢ quantorenfrei ist.

Y heilt praneze Normalform zu ¢, falls ¢ in pranexer Normalform ist und = ¢ <> 9.

BEISPIELE.
(i) Va3yVz(Pxyz — Qxyz) ist in pranexer Normalform.

(i) VYody(Pxry — VzQz) ist nicht in pranexer Normalform.

Theorem 8.10
Zu jeder Formel gibt es eine (nicht notwendigerweise eindeutige) pranexe Normalform.

BEWEIS.
Wir geben ein Umformungsverfahren an:

(i) Streiche leere Quantoren (Satz 8.2)

(ii) Benenne gebundene Variablen so um (Satz 8.4), daf alle Quantoren verschiedene
Variablen haben und keine Variable sowohl frei als auch gebunden vorkommt.

(iii) Ziehe Quantoren gemifl den Sédtzen 8.1, 8.7, 8.8 nach auBlen. |

BEISPIELE.
= (3x Pz — V2 Px) <> (3xPx — VyPy) <> Vo (Px — VyPy) <> VaVy(Px — Py)

= (xPz — —VzPx) V (3x—Qzz A Ry) <> (3xPx — —Px) V (x—Qzz A Ry)
< (21 P2y — —Px) V (Jz—Qzz A Ry)
(21 P2y — —Px) V (J23-Qz22 A Ry)
< Vz1(Pzy — —Px) V 329(—Qz22 A Ry)
> Vz1329((Pz1 — —Pz) V (-Qz22 A Ry))

BEMERKUNG.

Die Bedeutung préanexer Normalformen liegt in der Trennung von junktorenlogischen
und quantorenlogischen Bestandteilen im Formelaufbau. Dies ist wichtig fiir das
automatische Beweisen.



9 Quantorenlogische Tableaux

Um das Tableauverfahren auf die Quantorenlogik ausdehnen zu koénnen, erweitern
wir unsere quantorenlogische Sprache um eine abzéahlbar unendliche Menge von neuen
Konstanten, genannt Individuenparameter (kurz: Parameter). So ist garantiert, daf
wir unbegrenzt viele Konstanten zur Verfiigung haben.

In der Praxis sind Parameter einfach Konstanten, die in der betrachteten Formel
nicht vorkommen.

Definition 9.1

Ein analytisches Tableauz ist eine Baumstruktur von signierten, geschlossenen For-
meln, die nach den in Definition 5.1 genannten junktorenlogischen Regeln sowie nach
folgenden Regeln generiert wird:

w VEop
w ¢ [£/a] a beliebige Konstante (einschliefllich Parameter)
~v-Regeln
f 3o
| f o [/a] « beliebige Konstante (einschlieBlich Parameter)
(w3
w ¢ [£/al a neuer Parameter
0-Regeln
f VEo
| fo[¢/a] a neuer Parameter

Ein neuer Parameter ist dabei ein Parameter, der in dem betreffenden Zweig noch
nicht vorgekommen ist.

Ein Zweig heifit geschlossen, wenn er sowohl w ¢ als auch f ¢ fiir ein beliebiges ¢
enthélt. Ein Tableau heifit geschlossen, wenn alle seine Zweige geschlossen sind. Ein
Tableau fiir ¢ ist ein mit f ¢ beginnendes Tableau. Ein geschlossenes Tableau fiir ¢
heifit auch Beweis von ¢.

Ein Tableau fiir ¢y, ..., ¢, | ¢ ist ein Tableau, das mit

W 01

W &
fo
beginnt (¢;, ¢ geschlossen).

BEMERKUNG.

Offene Tableaux definieren wir nicht. Der Grund dafiir liegt darin, dafl v-Regeln
beliebig oft angewendet werden kénnen, so dal Zweige unendlich lang werden kénnen.
In der Junktorenlogik kommt man damit aus, jede Formel maximal einmal auszu-
werten. In der Quantorenlogik ist dies aufgrund der y-Regeln nicht der Fall.

33
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Wir schreiben | fiir ~v-Regeln und fiir 6-Regeln.

)
Ya Oa
In den folgenden Beispielen seien a, b, ¢ als Parameter verstanden.

1. BEISPIEL.
Tableau fiir JzVyP(x,y) — Yy3xP(z,y)

1. f JaVyP(z,y) = Yy3zP(x,y)

2 w JxVyP(z,y) (
3. f Vy3azP(z,y) (
4. w YyP(a,y) (
5 f JxP(x,b) (
6 f P(a,b) (
7 w P(a,b) (
6x7

BEMERKUNG.

In Zeile 5 wurde eine J-Regel auf Zeile 3 angewendet, und darauthin in Zeile 7
eine y-Regel auf Zeile 4. Hatte man zuerst eine y-Regel auf Zeile 4 und dann eine
0-Regel auf Zeile 3 angewendet, wire kein Widerspruch aufgetreten, da man bei
der Anwendung der d-Regel einen neuen Parameter einfithren mufl. Generell gilt als
taktisches Prinzip, 6-Regeln vor y-Regeln anzuwenden.

2. BEISPIEL.
Tableau fiir Jy(Py — Vo Px)

1. f 3y(Py—VzPx)
2 f Pa—VzPx (1)
3 w Pa (2)
4. f VePx (2)
5. f Pb (4)
6 f Pb—>VaPx (1)
7 w Pb (6)
8 f VaPx (6)
5x7

Die zweimalige Anwendung der y-Regel auf Zeile 1 in den Zeilen 2 und 6 ist charak-
teristisch fiir dieses Beispiel.

Analog verfahrt man in der folgenden prianexen Variante:
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Tableau fiir JyVa(Py — Px)

f JyVz(Py — Px)
f Vo(Pa— Pz) (1)
f Pa— Pb (2)

w Pa (3)

£ Pb (3)

f Vo(Pb— Pz) (1)
f Pb— Pc (6)

w Pb (7)

f Pc (7)

5x8

© 0N T W

3. BEISPIEL.
Tableau fiir 3z Px — Vz Px

f 2 Px —VxPx

1.

2. (
3. f VePx (
4 (
5 (

BEMERKUNG.

Das Tableau ist nicht geschlossen. Wiederholte Anwendung der J-Regel auf die Zeilen
2 und 3 wiirde an dieser Situation nichts &ndern, da jedes Mal neue Parameter
eingefiithrt werden miiften.

Ein Gegenbeispiel zu dzPx — Vx Px erhélt man aus den letzten beiden Zeilen: Es ist
U = {a,b} und P — P, wobei P auf a, aber nicht auf b zutrifft. (Die Parameter a und
b werden hier als Gegenstéinde des Universums U aufgefait — das ist charakteristisch
fiir Gegenbeispiele.)

4. BEISPIEL.
Tableau fiir Va(Px V Qz) = VxPx VVxQx

1 f Ve(PxV Qx) = Ve Px VVrQu
2 w Vo (Pz V Qx) (1)
3 f VaPxVVxQux (1)
4 w PaV Qa (2)
5 f VePx (3)
6 f VeQux (3)
7 w Pa (4) w Qa (4)
8 f Pb (5) f Pb (5)
9 f Qc (6) f Qc (6)
10. w PbvVQb  (2) w Pbv Qb (2)
11. wPb (10) | w @b (10) | w Pb (10) | w Qb (10)
8§ x 11 : 8§ x 11 :
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BEMERKUNG.
Man ‘sieht’, daf§ wiederholte Anwendung der v-Regel auf Zeile 2 nicht zum Abschluf3
aller Zweige fithren wiirde.

In einem Tableau werden durch Anwendung von §-Regeln neue Parameter eingefiihrt.
Diese sind zunéchst uninterpretiert. Daher definieren wir:

Definition 9.2
7' ist eine Erweiterung von Z, wenn 7' Konstanten interpretiert, die von Z nicht
interpretiert werden, ansonsten aber mit Z identisch ist.

BEMERKUNG.
Damit gilt: Z = ¢ = 7' = ¢.
W=7 o

Definition 9.3
Eine signierte geschlossene Formel w ¢ stimmt unter Z, falls Z = ¢. Entsprechend
stimmt f ¢ unter Z, falls Z [~ ¢.

Lemma 9.4
(i) Wenn ~ unter Z stimmt, dann gibt es eine Erweiterung Z' von Z, so daf .
unter 7' stimmt.

(ii) Wenn 0 unter Z stimmt, dann gibt es eine Erweiterung I' von I, so dafl i,
unter 7' stimmt.

BEWEIS.
(i) Falls 7 von Z nicht interpretiert wird, dann interpretiere 7 in Z’ beliebig.

(i) Interpretiere 7 in 7' durch dasjenige d, fir das d4 unter Z stimmt. O

Theorem 9.5 (Semantische Korrektheit des Tableauverfahrens)

Gegeben sei ein geschlossenes Tableau fiir eine geschlossene Formel ¢.
Dann gilt = ¢.

BEWEIS.

Falls ¢ nicht allgemeingiiltig wére, wiirde es eine Interpretation Z geben mit Z (= ¢,
unter der also f ¢ stimmen wiirde. D. h. die oberste U-Formel des Tableaus wiirde
unter Z stimmen. Durch Verwendung von Lemma 5.4 und Lemma 9.4 liefle sich eine
Erweiterung Z' von Z konstruieren, unter der alle U-Formeln von mindestens einem
Zweig des Tableaus stimmen wiirden.

Dann wiirde jedoch eine Formel unter Z’ zugleich gelten und nicht gelten, da alle
Zweige geschlossen sind. O
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BEMERKUNG.

Wir nehmen im folgenden an, dafl die zur Verfiigung stehenden Parameter eine
feste Reihenfolge haben, und entsprechend, dafl die in einem Zweig vorkommenden
Konstanten (einschl. Parameter) eine feste Reihenfolge haben.

Definition 9.6

Ein systematisches Tableau wird nach folgenden Regeln entwickelt: Wir zdahlen bei
~v-Formeln die Anzahl der Auswertungen. Solange das Tableau nicht geschlossen ist
und y-Formeln enthélt, wird folgendes Verfahren iteriert:

(i) Wahle die hochste signierte nichtatomare Formel, die noch nicht ausgewertet
wurde. Wenn es mehrere gibt, wihle die linkeste.

(ii)) Wenn alle Formeln ausgewertet worden sind, wihle das héchste und linkeste ~y
aus, das am wenigsten oft ausgewertet worden ist.

(iii) Werte die ausgewihlte Formel in allen nicht geschlossenen Zweigen aus, die
von ihr ausgehen. Wenn es sich um ein 0 handelt, wihle 6, derart, dal o der
erste im jeweiligen Zweig noch nicht vorkommende Parameter ist. Wenn es
sich um ein v handelt, wahle v, derart, daf§ « die erste im jeweiligen Zweig
vorkommende Konstante (einschl. Parameter) ist, so dal ~, im Zweig noch
nicht vorkommt, und der erste im Zweig noch nicht vorkommende Parameter,
falls eine solche Konstante nicht existiert. Erhohe die Zahl der Auswertungen
dieser y-Formel um 1.

Ein nicht geschlossenes systematisches Tableau ist offenbar endlich, wenn es keine
~v-Formel enthélt, ansonsten unendlich. Im Rest dieses Kapitels wird bewiesen, dafl
jeder nichtgeschlossene Zweig eines solchen Tableaus ein Gegenbeispiel liefert.

Fiir den endlichen Fall ist das 3. Beispiel oben eine Illustration, fiir den unendlichen
Fall folgendes Beispiel:

1. fVadyPxy— JyVzPxy
2 w VoedyPxy

3 f JyVePxy

4 w dyPayy

5. f VePxa,

6. w Pajas
7

8

9

0

1

X2,
*9.

B~ W N —
O\_/\_/\_/\_/\/\_/\_/\_/\_/

f Pa3a1
w dyPasy
w PCLQ(I4
f VePzxas
f Pasas

= W 00 b Ot

10.
11.

.

Sterne (x) deuten die erneute Auswertung von y-Formeln an. Das Gegenbeispiel
(Gegenmodell) zu Vo3yPry — JyVx Pry erhilt man wie folgt:
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U= {Cll, ag, as, . . }
P — P, wobei P zutrifft auf

{{a1, as), (as, as), (as, ag), . ..},

nicht zutrifft auf
{<a3; a’1>7 <CL5, a’2>7 <a’77 a/3>7 .. }
und ansonsten beliebig ist.

Entsprechende unendliche Gegenbeispiele wiirde man etwa aus den offenen Zweigen
des 4. Beispiels oben erhalten.

Das Verfahren besteht darin, aus den mit w und f bewerteten atomaren Aussagen
Attribute von Konstanten zu machen. Man spricht auch von “Termmodellen”, da
das Universum U aus Termen (hier Konstanten) besteht.

Nun die formale Darstellung:

Satz 9.7

Ein systematisches Tableau hat folgende Figenschaften:

Es gibt eine abzéhlbare Menge K von Konstanten (einschl. Parametern), so daf fiir
jeden nicht geschlossenen Zweig S gilt:

Fiir kein atomares ¢ ist sowohl w ¢ als auch f ¢ in S.
Wenn « in S, dann aq und as in S.
(H) ¢ Wenn (8 in S, dann (3, oder 35 in S.
Wenn v in S, dann ~, in S fiir jede Konstante 7.
Wenn ¢ in S, dann ¢, in S fiir mindestens eine Konstante 7.

BEWEIS.
Ergibt sich aus der Konstruktion eines systematischen Tableaus gemafl Def. 9.6. O

Satz 9.8

Jede Menge S von geschlossenen Formeln mit den Eigenschaften (H) —auch “Hintikka-
Menge” genannt — ist erfiillbar, genauer: es gibt eine Interpretation Z tiber IC, unter
der alle Elemente von S stimmen.

BEWEIS.

7 sei wie folgt definiert:

Universum X

a > a fiir jede Konstante a.

P +— P, wobei P auf (ay,...,a,) zutrifft, falls w P(a4, ..., a,) in S, und P nicht auf
(ay,...,a,) zutrifft, falls f P(a;,...,a,) in S. Fir andere Argumente sei P beliebig.

Dann gilt fiir atomare ¢:

Tl ¢ fallswein S.

T ¢ fallsfopin S.

D.h. alle atomaren ¢ stimmen unter Z.

Daraus ergibt sich mit den Eigenschaften (H) durch Induktion iiber dem Formelauf-
bau, daf} alle komplexen ¢ unter Z stimmen. O



9 QUANTORENLOGISCHE TABLEAUX 39

Theorem 9.9 (Semantische Vollstéindigkeit des Tableauverfahrens)
Falls |= ¢, dann gibt es ein geschlossenes Tableau fiir ¢.

BEWEIS.

Falls es kein geschlossenes Tableau fiir ¢ gibt, gibt es kein geschlossenes systema-
tisches Tableau, das mit f ¢ beginnt. Jedes systematische Tableau hat also einen
nicht geschlossenen Zweig. Nach Theorem 5.7 und Folgerung 5.8 gibt es aber eine
Interpretation, bei der f ¢ stimmt. Also gilt [~ ¢. |

BEMERKUNGEN.

(i) Damit gilt insbesondere: Die systematische Entwicklung eines Tableaus fiihrt
entweder zu einem Beweis oder zu einem Gegenbeispiel. Da man nach endlich
vielen Schritten nicht notwendigerweise weifl, welche der beiden Optionen
sich ergibt, spricht man von Semi-Entscheidbarkeit (Wenn ¢ allgemeingiiltig
ist, findet man dies durch systematische Tableau-Entwicklung heraus; ob ¢
allgemeingiiltig ist oder nicht, ist nicht notwendigerweise in endlich vielen
Schritten entscheidbar.)

(ii) Der Schluff von der Nicht-AbschlieBbarkeit eines Tableaus auf die Existenz
eines nicht-geschlossenen Zweiges ist im unendlichen Fall nicht trivial. Hier wird
das sogenannte “Lemma von Konig” verwendet, das in der mathematischen
Grundlagenforschung eine bedeutende Rolle spielt.

Theorem 9.10 (Léwenheim—Skolem)
Falls ¢ erfiillbar ist, dann ist ¢ im Abzéihlbaren erfiillbar.

BEWEIS.

¢ erfiillbar = £ —¢
= Systematisches Tableau fiir f —¢ nicht geschlossen (Korrektheit)
= Systematisches Tableau fiir w ¢ nicht geschlossen

= Es gibt eine Interpretation Z tiber K mit Z |= ¢ fiir abzéhlbares K.
O
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Die traditionelle Syllogistik, begriindet von Aristoteles, behandelt Aussagen (Urteile)
der Form

Alle S sind P (kurz: S a P)
Einige S sind P (kurz: S i P)
Alle S sind nicht P (Kein S ist P) (kurz: S e P)
Einige S sind nicht P (kurz: S o P)
Hierbei steht die Abkiirzung a fiir das universell affirmative Urteil und ¢ fiir das

partikulér affirmative Urteil (von affirmo); e steht fiir das universell negative Urteil
und o fiir das partikuldr negative Urteil (von nego):

‘ affirmativ  negativ
universell a e
partikulér 1 0

Achtung: Statt ,Alle S sind P* sagt Aristoteles , P kommt allen S zu“, etc. Im
Anschluf} an diese Redeweise formalisieren neuere Darstellungen der Syllogistik haufig
syllogistische Urteile mit umgekehrter Reihenfolge der Teilterme, d.h. P a .S oder
A(P, S) oder dhnlich. Auf die entsprechenden Konventionen ist bei Heranziehung
von Sekundérliteratur immer zu achten.

Die deduktiven Beziehungen zwischen den vier Urteilsformen werden traditionell in
Form des sogenannten logischen Quadrats dargestellt:

SaP———kontrar———S e P
subaltern kontradiktorisch subaltern
S i P———— subkontrér SoP

40
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S a P und S e P bilden kontrdire Gegensdtze, konnen also nicht beide wahr sein.
S i Pund S o P bilden subkontrire Gegensdtze, kénnen also nicht beide falsch sein.
Die diagonal gegeniiberliegenden Urteilsformen bilden kontradiktorische Gegensitze;
das eine ist also dquivalent zur Negation des anderen. Von den universellen Urteilen
kann zu den partikuldren Urteilen iibergegangen werden (Subalternation).

Die traditionelle Syllogistik geht davon aus, dafl die verwendeten Begriffe nichtleer
sind, also nichtleeren Umfang haben, weshalb es moglich ist von den universellen auf
die entsprechenden partikulédren Urteile zu schlieffen.

BEMERKUNG.
Die syllogistischen Urteile wiirde man in moderner logischer Notation (siehe dazu
die Kapitel zur Quantorenlogik) folgendermafien représentieren:

SaP Vo (Sz — Prx)
SiP Jdz(Sz A Px)
SeP Vo (St — —Px)
SoP Jz(Sx A —Px)

Da man in der modernen Logik den Fall einbezieht, da3 S leeren Umfang hat, ist
es dann allerdings nicht mehr der Fall, dal man aus Va(Sx — Pz) auf Jx(Sz A Px),
bzw. von Vx(Sz — —Px) auf Jz(Sx A —Px) schliefien kann.

In der traditionellen Syllogistik betrachtet man Syllogismen mit zwei Pramissen und
einer Konklusion, wobei insgesamt drei Begriffe beteiligt sind:

(i) Ein Begriff, der sogenannte Mittelbegriff, kommt in beiden Pramissen vor, aber
nicht in der Konklusion.

(ii) Der Subjektbegriff der Konklusion kommt in der zweiten Préamisse vor, aber
nicht in der ersten Prémisse.

(iii) Der Prddikatbegriff der Konklusion kommt in der ersten Pramisse vor, aber
nicht in der zweiten Pramisse.

S und P nennt man auch die Auflenbegriffe. Die erste Pramisse heifit auch Obersatz
(maior), die zweite Pramisse Untersatz (minor). Geht man von dieser Klassifikation
aus, dann gibt es genau vier mogliche Anordnungen von Pramissen und Konklusion,
d. h. vier Schemata oder Figuren fiir logische Schliisse:

I | o | | IV
Mz P PxM Mz P PxM
SyM SyM My S My S
Sz P Sz P Sz P Sz P

Anstelle der Variablen x, y und z stehen die Bezeichnungen der Urteilsformen a, e, 7
und o. Setzt man konkrete Werte ein, so erhélt man einen Syllogismus oder einen
syllogistischen Modus.
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Setzt man z. B. in der dritten Figur fiir x e, fiir y a und fiir 2z o ein, so erhélt man

den syllogistischen Modus:
Me P

Ma S
S oP

Die Redeweise von syllogistischen Modi hat sich erst spéter eingebiirgert. Aristoteles
spricht einfach von Syllogismen. Wir werden im folgenden die Ausdriicke Modus und
Syllogismus synonym verwenden. Man konnte eine Unterscheidung derart einfiihren,
dafl ein Modus das abstrakte Schlulschema ist, wihrend ein Syllogismus ein konkreter
Schluf} ist, bei dem an den Stellen von S, M und P konkrete Begriffe stehen; aber
diese Unterscheidung wollen wir hier nicht machen.

BEMERKUNG.

Bei Aristoteles gibt es nur drei syllogistische Schluflfiguren, ndmlich die Schemata
[-III. Das héngt damit zusammen, dafl Aristoteles sich nicht unmittelbar mit der
Frage beschéftigte, welche Kombinationen von Préamissen und Konklusion giiltig
sind, sondern mit der Frage: Gegeben zwei Pramissen, welche Konklusionen folgen
daraus? Wenn wir nur die Pramissen betrachten, dann gibt es tatséchlich auch nur
drei Figuren, ndmlich die Figur, bei welcher der Mittelbegriff diagonal angeordnet
ist, die Figur, bei welcher der Mittelbegriff auf der rechten Seite angeordnet ist,
und die Figur, bei welcher der Mittelbegriff auf der linken Seite angeordnet ist.
Die erste und die vierte Figur kénnte man danach gar nicht unterscheiden, da sie
durch Préamissenvertauschung auseinander hervorgehen. Wenn man die Konklusion
miteinbezieht, gehen sie natiirlich nicht auseinander hervor. Aristoteles sah sich
gezwungen — da er keine separate vierte Figur annahm — zusétzliche sogenannte
indirekte Modi der ersten Figur zu betrachten. Dabei handelt es sich um eine Variante
der ersten Figur, bei der aber die Reihenfolge von Subjekt- und Priadikatbegriff
umgekehrt ist. D. h. man hat Pramissen wie in der ersten Figur, aber eine Konklusion,
bei der P der Subjekt- und S der Priadikatbegriff ist. Solche Syllogismen entsprechen
dem, was man spéter als Syllogismen der vierten Figur bezeichnet hat. Die vierte
Figur ist spater von Galen eingefiihrt worden (ob das historisch stimmt, wird noch
diskutiert).!

Im folgenden wollen wir die Syllogistik unter dem Gesichtspunkt der Axiomatik
betrachten, d. h. unter dem Gesichtspunkt, wie man Syllogismen aus anderen Syl-
logismen herleiten kann. Dies war auch eines der Hauptanliegen von Aristoteles.
Die aristotelische Idee bestand im wesentlichen darin, die Syllogismen der zweiten
und dritten Figur aus den Syllogismen der ersten Figur herzuleiten. Fiir die vierte
Figur kann man entsprechendes durchfiihren. Aristoteles war der Auffassung, daf3
die Syllogismen der ersten Figur wvollkommene Syllogismen sind; vollkommen in
dem Sinne, dafl sie unmittelbar einsichtig sind, und daher als Axiome genommen
werden konnen. Er konnte dann zeigen, dal man alle anderen Syllogismen aus den

Vgl. J. Mittelstral/P. Schroeder-Heister, Rescher on Greek Philosophy and the Syllogism, in:
Festschrift N. Rescher (80th birthday); siehe http: //www-Is.informatik.uni-tuebingen.de/psh /forschung/
(ab ca. Mitte Februar).
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Syllogismen der ersten Figur mit Hilfe von geeigneten Deduktionsprinzipien herleiten
kann.

Wir skizzieren im folgenden in groben Ziigen sowohl aristotelische als auch spétere
Ansitze, eine Systematik der Syllogismen herzustellen. Kombinatorisch sind 256
Modi moglich. Von diesen 256 Modi sind nur 24 giiltig. Letztere sind in der folgenden
Tabelle angegeben, wobei die lateinischen Merkworter fiir die dort genannten Modi
durch die in ihnen enthaltenen Vokale die Urteilsform der jeweiligen syllogistischen
Figur angeben, wenn man sie in der im Merkwort vorhandenen Reihenfolge von oben
nach unten fiir z, y und z in die Figur einsetzt. Uber die Rolle der Konsonanten in
diesen Merkwortern wird spéter noch etwas gesagt.

TABELLE DER GULTIGEN SYLLOGISTISCHEN MODI

I 11 I11 v
Mzx P PaxM Mzx P P xM
SyM SyM My S My S
S z P S z P S z P S z P
barbara cesare datisi calemes
celarent camestres disamis dimatis

dari festino ferison fresison
ferio baroco bocardo fesapo*
daraptit bamalip?
felapton?
barbari? cesaro® calemos®
celaront® | camestros®

Manche der Syllogismen setzen voraus, dafl Begriffe nichtleer sind. Nimmt man
die Syllogismen heraus, die diese Voraussetzung nicht machen, bleiben nur noch 15
Syllogismen iibrig, die auch vom heutigen Standpunkt aus uneingeschrankt giiltig
sind.

In den beiden untersten Zeilen der Tabelle sind diejenigen Syllogismen aufgelistet, die
einfach durch Subalternation aus dariiber stehenden Syllogismen hervorgehen. Das
sind die sogenannten subalternen Modi. Zum Beispiel ergibt sich sofort barbari aus
barbara dadurch, dafl man die a-Konklusion von barbara zu i abschwécht. Entspre-
chend celaront aus celarent, cesaro aus cesare, camestros aus camestres und calemos
aus calemes. Wenn man diese subalternen Modi wegléafit, weil sie sozusagen ‘unmit-
telbare” Konsequenzen der giiltigen Syllogismen mit universeller Konklusion sind,
dann bleiben nur noch 19 ‘eigentliche’ Syllogismen iibrig. Der folgende traditionelle
Merkvers aus Hexametern listet diese Syllogismen auf:

LA nichtleer
2P nichtleer
38 nichtleer
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Barbara Celarent Darii Ferioque prioris,
Cesare Camestres Festino Baroco secundae,
Tertia Darapti Disamis Datist Felapton
Bocardo Ferison habet; quarta insuper addit
Bamalip Calemes Dimatis Fesapo Fresison.

Ein anderer Vers lautet:

Barbara Celarent primae, Darii Ferioque;

Cesare, Camestres, Festino, Baroco secundae,
Tertia grande sonans recitat Darapti Felapton,
Disamis, Datisi, Bocardo, Ferison; quartae

sunt Bamalip, Calemes, Dimatis, Fesapo, Fresison.

Konversionsregel

i-Urteile und e-Urteile lassen sich konvertieren in dem Sinne, dafl man einfach die
Begriffe vertauschen kann. Wenn wir ® definieren durch

(SiP)y:=PiS

(SeP)):=PelS

dann gilt fiir syllogistische Urteile J

TR

Man spricht hier von einfacher Konversion (conversio simplex). Von der einfachen
Konversion unterscheidet Aristoteles noch die partielle Konversion oder conversio
per accidens, die eine Mixtur von einfacher Konversion und Subalternation darstellt.
Hier erlaubt es Aristoteles, von S a P zu P ¢ S iiberzugehen. Definiert man ? durch

(SaP)P:=PiS

dann gilt
JEJ?

10.1 Axiomatik im Anschlufl an Aristoteles (I)

Aziome sind die Syllogismen der ersten Figur. Genaugenommen nur die vier eigentli-
chen Syllogismen der ersten Figur, im folgenden auch die vollkommenen Syllogismen
genannt. (Zu den subalternen Modi wird spéter noch etwas gesagt.)

Als Schlufiregeln stehen folgende Regeln zur Verfiigung:

m (mutatio): Pramissen diirfen vertauscht werden

J1 Ja
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s (conversio simplex): J darf ersetzt werden durch J*
J — J?

p (conversio per accidens): J darf in der Konklusion durch J? ersetzt werden

J 1 J 1
J e J
Js JP

und J? darf in den Pramissen durch J ersetzt werden

pooa
7 ;
c (reductio; per impossibile-Argumentation):
J bezeichne das zu J kontradiktorische Gegenteil. Dann darf eine Préamisse mit der

Konklusion vertauscht werden, wenn beide dabei zugleich durch ihr kontradiktorisches
Gegenteil ersetzt werden.

Ty T3
Jo — Jo
A T
Ji Ji
B %
A T

Theorem 10.1
Alle giiltigen eigentlichen Syllogismen lassen sich mit Hilfe dieser Regeln aus den
vollkommenen Syllogismen herleiten.

BEWEIS.

Die Merkworter der Syllogismen geben durch ihre Konsonanten an, welche Regeln
bei der Ableitung benutzt werden. Hier bedeutet ein m, dafl eine Anwendung der
Préamissenvertauschung verwendet werden mufl. Es bedeutet ein s, dafl conversio
simplex verwendet wird. Es bedeutet ein p, dal conversio per accidens verwendet
wird. Und es bedeutet ¢, dafl reductio verwendet wird (c steht dabei fiir contrapositio).
Der Anfangsbuchstabe des Merkworts gibt immer an, auf welchen Syllogismus der
ersten Figur man diese Regeln anwenden muf}; ndmlich auf den Syllogismus der
ersten Figur mit diesem Anfangsbuchstaben.
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BEISPIELE.
(i) Herleitung von bocardoyy:
barbaray bocardor
Ma P S aP SoP
SaM e, SaM _ SaM (S ist jetzt Mittelbegriff)
S aP Ma P Mo P
(ii) Herleitung von festinoy:
ferio; festinoy;
Me P MeP
S i M LN M1 S
SoP SoP
(iii) Herleitung von camestres:
celarenty camestresy
Me P S aM S aM S aM
SaM m  MeP s, PeM s PeM
SeP SeP SeP PeS
(S und P vertauscht)
(iv) Herleitung von daraptiy;:
dariiy daraptiyy
Ma P Ma P
S i M N Ma S
SiP SiP
(v) Herleitung von fesapoyy:
ferio; fesapory
Me P PeM PeM
S i M LN S i M BN Ma S
SoP SoP SoP
(vi) Herleitung von bamalipyy:
barbaray bamalipyy
Ma P S aM S aM
M e m 2 M (S und P vertauscht)
Entsprechend verfahrt man bei allen anderen Syllogismen. |
BEMERKUNG.

Die ‘unterwegs’, d. h. bei Zwischenschritten erhaltenen Schlufiformen miissen keine

giiltigen Syllogismen sein.

Die Beispiele (v) und (vi) sind natiirlich nicht-aristotelisch, da bei Aristoteles die

vierte Figur nicht vorkommt.
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Subalternationsregel

Die subalternen Modi erlangt man durch Hinzunahme der Subalternationsregel:

SalP S P

SeP SoP

Alternativ kann man die Subalternationsregel, die von a-Urteilen zu i-Urteilen fiihrt
mit Hilfe der conversio per accidens herleiten, indem man zunéchst von S a P zu
P i S iibergeht, und dann mit (einfacher) Konversion wieder zu S i P:

SaP PiS SiP

Man wiirde auch die auf o endenden subalternen Modi erhalten, wenn man bei der
conversio per accidens auch eine Konversion aus e-Aussagen zuléfit, d. h., indem man
P durch die Klausel

(SeP)P:=PoS

erweitert. Daraus konnte man dann durch (einfache) Konversion von S e P zu P e S
und dann durch conversio per accidens zu S o P die Subalternation herleiten:

e : o
SelP PeS SoP

Dieses Vorgehen ist aber nicht aristotelisch. Aristoteles wiirde immer voraussetzen,
daBl die Subalternation zur Verfiigung steht.

Systematisch wére es besser auf die conversio per accidens zu verzichten, und diese
einfach als Zusammensetzung von Subalternationsregel und Konversionsregel zu
beschreiben. D. h., man wiirde definieren

(SaP)y™:=8iP
(SePy™:=SoP

und statt p die Subalternation als Grundregel benutzen:

sub
7 Jsub
Jsub sub J
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10.2 Axiomatik im Anschlufl an Aristoteles (II)

Literatur

Vgl. zusétzlich zur am Beginn des Kapitels genannten Literatur: H. Weidemann,
Aristotle on the reducibility of all valid syllogistic moods to the two universal moods
of the first figure (APr A7, 29b1-25), History and Philosophy of Logic 25 (2004),
73-T78.

Aristoteles hat eine weitere Reduktion vorgenommen und gezeigt, dafl man bei den
vollkommenen Syllogismen als axiomatischer Basis mit den ersten beiden Modi, d. h.
mit barbara; und celarent; auskommen kann.

Theorem 10.2

Alle giiltigen eigentlichen Modi sind auf barbara; und celarent; zurtickfiihrbar unter
Verwendung von einfacher Konversion, reductio und Pramissenvertauschung. Nimmt
man die subalternen Modi hinzu, dann miissen auch noch barbari; und celaront; als
Axiome gewéhlt werden.

BEWEIS.

Im folgenden soll — weil wir die conversio per accidens nicht mehr betrachten — die
einfache Konversion mit “conv” bezeichnet werden, die reductio mit “red”, und
Préamissenvertauschung soll immer implizit durchgefiihrt werden, also keine explizite
Regel sein (die beiden Pramissen stellen also eine Pramissenmenge dar).

BEISPIELE.
(i) barbaray barocoyy
Ma P Ma P
S aM - xed SoP
S a P S oM
(i) barbaray bocardoyr
Ma P S oP
S aM red, S aM
S a P Mo P
(iil) barbariy felaptonyy
Ma P SeP
S aM red, S aM
S i P Mo P
(iv) celaront; e, daraptiyy
(v) celarent; red, disamis
(vi) celarent; == cesarer
(vii) celarent; <% camestresy
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red .
(viii) celarent; —  festinoy
. red ..
(ix) camestresyy —  darii

(x) cesarery redy ferio;

conv

(Xl) dam’il — datisim

(xii) ferio;, 5 ferisongy

BEISPIELE fiir subalterne Modi.

(i) celaront; =% cesaror (da nur Konversion der Pramissen)
(ii) felaptony camestrosy
Me P SaP
Ma 5 xed Me P (damit letztlich auf barbari; zuriickgefiihrt)

SoP Mo S

BEISPIELE fiir die vierte Figur.
. conv
(i) celarent; —  calemesyy

(Pramissenvertauschung und Konversion der Konklusion)

conv

(i) dariiy dimatisry

conv

(iii) ferio, —  fresison;y  (beide Pramissen konvertiert)

(iv) celaront; <% fesapoyy, O

BEMERKUNGEN.

Aristoteles meint, nur reductio und Konversion zu benutzen. Tatsédchlich muf3 er aber
die Subalternationsregel verwenden oder alternativ die subalternen Modi. Um z. B.
S e P als Widerspruch zu S a P aufzufassen, mufl man benutzen, daf3 S nichtleer
ist. De facto benutzt man z. B. bei der Ableitung von felapton;; den Modus barbari;
als Ausgangspunkt.

D.h. es ist nicht vollig korrekt, dafl man nur die vier vollkommenen Syllogismen
bendétigt, um alle anderen zu bekommen. Jedenfalls funktioniert das nicht, wenn
man keine Subalternationsregel hat; bzw., wenn man keine Subalternationsregel hat,
dann mufl man die subalternen vollkommenen Syllogismen barbari; und celaront;
verwenden. Wenn man eine Konklusion erhalten will, z. B. in der dritten Figur, bei
der eingeht, daf} ein Begriff nichtleer sein muf, dann mufl man eine entsprechende
Pramisse benutzen, bei der der entsprechende Begriff nichtleer ist.

Die Riickfithrung der Syllogismen der vierten Figur auf die der ersten Figur ist nicht
aristotelisch, sondern wurde spéter durchgefiihrt.
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10.3 Ekthesis

Ein weiteres aristotelisches Prinzip, das der Riickfithrung von Syllogismen auf die
vollkommenen Modi der ersten Figur dient, kann hier nicht behandelt werden: die sog.
“Ekthesis”. Bei diesem seit Aristoteles intensiv diskutierten und nicht unumstrittenen
Prinzip handelt es sich um die Aquivalenz von S i P mit “es gibt N, so daB N a S
und N @ P gilt”, und die Aquivalenz von S o P mit “es gibt N, so daB N a S und
N e P gilt”. Im ersten Fall ist der Umfang von N die Schnittmenge der Umfange
von S und P, im zweiten Fall die Differenzmenge der Umfénge von S und P.

10.4 Leibniz’ Axiomatik der Syllogistik

Literatur
W. Lenzen, Das System der Leibnizschen Logik, Berlin 1990.

Wenn man nur die ersten drei syllogistischen Figuren als genuine Figuren ansieht,
dann ergibt sich ein elegantes Axiomatisierungsresultat, in bezug auf das jede der
ersten drei syllogistischen Figuren gleichwertig ist.

Theorem 10.3 (Leibniz)

Die giiltigen syllogistischen Modi der ersten, zweiten oder dritten Figur reichen
aus, um alle giiltigen Modi der Figuren I-III zu generieren, wobei als Schlufiregel
ausschlieBlich die reductio verwendet wird (neben Pramissenvertauschungen, die
immer implizit zugelassen werden).

BEWEIS.
d d
barbara; +—s  barocoyy +—  bocardoy
red . red . .
celarent;y <+—  festinoy <+—  disamisy
g d d ‘
dariiy <~  camestresyy <  ferisonyy
. red red ..
ferio  «—  cesarery —  datisi
. d d
[barbari; ¢  camestrosyy <—  felaptony]
d d .
[celaront; <~  cesaroyy <+—  daraptiyy] O
BEMERKUNG.

Die Anwendung der Reduktionsregel fithrt aus der vierten Figur nicht heraus
(warum?). Das war fiir Leibniz ein Grund dafiir, die vierte Figur als minderwertig
anzusehen. Die vierte Figur erhdlt man aus der ersten, zweiten oder dritten Figur
nur durch Hinzunahme der Konversionsregel (vgl. die Beispiele zur vierten Figur im
Beweis des vorigen Theorems).

Es gilt damit:
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Theorem 10.4
Alle giiltigen syllogistischen Modi der Figuren I-1V lassen sich aus den giiltigen Modi
von I, II oder III durch Verwendung von Konversion und reductio gewinnen.

BEMERKUNG.

Die Figuren I, IT oder III reichen also jeweils zur Axiomatisierung aller syllogistischen
Figuren aus. Die vierte Figur ist dazu nicht ausreichend. Dieses Resultat gilt natiirlich
nur relativ zu den gewéhlten Ableitungsregeln, d. h. reductio und Konversion, welche
die wesentlichen Ableitungsregeln waren, die in der Tradition seit Aristoteles bis ins
19. Jhd. betrachtet wurden. Nimmt man andere Ableitungsregeln hinzu, dann &ndert

sich das Bild.

10.5 Leibniz’ arithmetische Interpretation der Syllogistik

Literatur
W. Lenzen, Das System der Leibnizschen Logik, Berlin 1990.

J. Mittelstraf}/P. Schroeder-Heister, Zeichen, Kalkil, Wahrscheinlichkeit. Elemente
einer Mathesis universalis bei Leibniz, in: H. Stachowiak (ed.), Pragmatik. Hand-
buch pragmatischen Denkens. Bd. I. Pragmatisches Denken von den Urspriingen bis
zum 18. Jahrhundert. Hamburg 1986, S.392-414 (vgl. http://www-Is.informatik.uni-
tuebingen.de/psh /forschung/publikationen /Pragmatik1986.pdf).

Definition 10.5
Eine Leibniz-Interpretation £ ist eine Zuordnung von Paaren teilerfremder natiirlich-
er Zahlen (1,2,3,4,...) zu Begriffsbuchstaben.

Zum Beispiel ist

P (2,3) Z(P)=(23) Z(P)=2 L(P)=
Z< Q—(5,8) Schreibweise: < Z(Q) = (5,8) Z(Q) =5 Z(Q)=38

eine Leibniz-Interpretation; nicht jedoch P +— (2,4) oder Q — (6,9).

MOTIVATION bei Leibniz.

Die linke Komponente % soll die positiven Merkmale eines Begriffs und die rechte
Komponente %, die negativen Merkmale eines Begriffs darstellen. Teilerfremdheit
soll der Widerspruchsfreiheit entsprechen.

Der allgemeinere Hintergrund ist das Leibnizsche Programm, Denken auf Rechnen
zuriickzufithren. In diesem Zusammenhang sollen die Merkmale eines Begriffs durch
Faktoren eines Produkts von Zahlen dargestellt werden.

Definition 10.6
(i) S a P ist wahr unter £, falls gilt: Z(P) teilt Z(S) und Z,.(P) teilt Z,(5).

(i) S i P ist wahr unter £, falls gilt: Z(P) und Z,.(S), sowie .Z,.(P) und Z(S)
sind jeweils teilerfremd.
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(iii) S e P ist wahr unter £, falls S ¢ P falsch unter .Z ist.

(iv) S o P ist wahr unter £, falls S a P falsch unter . ist.
(Vgl. logisches Quadrat.)

Anschaulich: /5 a P\ /\5' 7 P\
(al ,Clz) (b1 ,62) (al , G2) (bl , b2)

M teilerfremd
teilt  teilt

teilerfremd

Definition 10.7
Eine Leibniz-Interpretation .Z, unter der ein syllogistisches Aussagenschema wahr
ist, heifit auch Leibniz-Modell dieses Aussageschemas.

BEISPIEL.
P+ (3,5)

28 S (9,10)

ist Leibniz-Modell von S ¢ P und auch Leibniz-Modell von S 7 P.
Denn: 3 teilt 9, 5 teilt 10. 3 und 10, sowie 5 und 9 sind jeweils teilerfremd.

Definition 10.8

Ein syllogistisches Schlufischema ist Leibniz-giiltig, wenn jedes Leibniz-Modell .Z der
Prémissen auch Leibniz-Modell der Konklusion ist.

Ein syllogistisches SchluBschema ist Leibniz-ungiiltig, wenn es eine Leibniz-Interpreta-
tion .Z gibt, die Leibniz-Modell der Pramissen ist, nicht jedoch der Konklusion.
(Eine solche Interpretation heifit auch Leibniz-Gegenbeispiel.)

BEISPIELE.
Mi P M= (3,7)
(i) Ein Leibniz-Gegenbeispiel zu  § i M ist &£ P (9,5)
5P S (10,7)
,l .

M ¢ P ist unter . wahr, da 3 und 5, sowie 7 und 9 teilerfremd sind.
S ¢ M ist unter £ wahr, da 3 und 7, sowie 7 und 10 teilerfremd sind.
S i P ist unter .Z jedoch falsch, da 5 und 10 nicht teilerfremd sind.

MiP P
(ii) Ein Leibniz-Gegenbeispiel zu S ¢ M ist % i
i :

Es 1at sich beweisen:
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Theorem 10.9
FEin syllogistisches Schlufischema ist giiltig genau dann, wenn es Leibniz-giiltig ist.

BEWEIS.
Wir driicken im folgenden mit dem Zeichen |= die Leibniz-giiltige Folgerung aus.

Verifikation des logischen Quadrats
Kontradiktorisches Verhdltnis:
SaPHE-SoP
(%) SoP HE-SaP
SiP HE-SeP
SeP HE-SiP

Dies folgt aus der Definition.
Kontrdres Verhdltnis:

SaPE-SeP
SePE-SaP

Zu zeigen:
(i) SaPESiP
i) SePESoP

Die Giiltigkeit der kontréren Beziehung ist damit auf diejenige der Subalternation
zuriickgefiihrt.

Subkontrdres Verhdltnis:
(i) -SSP ): SoP
(iil) " SoPESi P
Wieder sind (i) und (ii) zu zeigen.
Subalternation:

Ad (i): Sei S+ (s1,82) und P — (p1,p2). Falls p; und sy gemeinsamen Teiler a
hétten, dann wiirde a p; und damit s; teilen; a wére also gemeinsamer Teiler
von s; und ss.

Falls p; und s; gemeinsamen Teiler b hétten, dann wiirde b p, und damit s,
teilen; b wire also gemeinsamer Teiler von p; und ps.

Also gilt S P.

-Si P
Ad (ii): Zu zeigen ist SZP Sei S+ (s1,82) und P — (p1,p2).
=S a

Annahme: s;, p; haben gemeinsamen Teiler a (1. Fall) oder p;, sy haben
gemeinsamen Teiler b (2. Fall).

1. Fall: ps kann nicht s, teilen, da sonst a auch s teilen wiirde.
2. Fall: analog.
Also gilt nicht: S a P.
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Verifikation der ersten Figur
barbaray trivial.

celarenty
Me P -M i P
S aM dh S aM
SelP -SiP

Sei m; und py nicht teilerfremd, mit gemeinsamem Teiler a. Dann ist a Teiler von
s1, d.h. s; und psy sind teilerfremd.
Entsprechend, falls ms und p; nicht teilerfremd.
dariiy
Ma P
SiM
SiP
Sei s; und ps nicht teilerfremd, mit gemeinsamem Teiler a. Dann ist a Teiler von

mo, d. h. Widerspruch zur zweiten Préamisse.
Entsprechend, falls sy und p; nicht teilerfremd.

ferioy
Me P -Mi P
SiM dh S i M
SoP =S aP

Sei my und po nicht teilerfremd, mit gemeinsamem Teiler a. Falls S a P, dann ist a
Teiler von s, d. h. s, und my sind nicht teilerfremd, im Widerspruch zu S i M.

Die Giiltigkeit der Konversionsregel ergibt sich daraus, dal die Wahrheitsbedingungen
fiir S ¢ P symmetrisch sind und S e P als Negation von S ¢ P definiert ist.

Die Giiltigkeit der reductio ergibt sich unmittelbar aus (*). Da man alle Syllogismen
nach der oben beschriebenen Leibnizschen Methode durch reductio und Konversion
auf solche der ersten Figur zuriickfiihren kann, wobei die Subalternation fiir die
subalternen Modi benétigt wird, erhilt man alle giiltigen Syllogismen. O



