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FREGES PERMUTATIONSARGUMENT. 

ZU§ 10 DER "GRUNDGESETZE DER ARITHMETIK" 

Peter Schroeder-Heister l) 

Wertverläufe und Wahrheitswerte bilden den Gegen~tandsbereich der logisch· 

mathe matischen Sprache von Freges "Grundgesetzen der Arithmetik" 2> Wert­

verl äufe sind dabei Uber das Abstraktionsprinzip 

(c 4>(e:l = & "'<o.l l 

eingeführt (§ 3) , das im formalen Aufbau des Fregeschen Systems als Grund­

gesetz V erscheint . Es bestimmt als notwendige und hinreichende Bedingung 

für die Gleichheit von Wertverläufen die extensionale Äquivalenz derjeni­

gen Funktionen, aus denen die Wertverläufe abstrahiert sind . Für die Ein­

führung von Wahrheitswerten als Bedeutungen von Aussagesätzen ist der Ge­

danke leitend, auch Begriffe als Funktionen auffassen zu können (§ 2) . 

Diese beiden Bereiche sind nun nicht notwendigerweise disjunkt . Vielmehr 

versucht Frege in der zweiten Hälfte des§ 10 der "Grundgesetze" zu zei­

gen , daß es "immer möglich [ist] zu bestimmen, daß e in beliebiger Wertver~ 

lauf das Wahre und ein beliebiger a nderer das Falsche sein sol le" (S . 17) . 

Eine solche Behauptung ist natürlich nur dann sinnvoll, wenn nicht schon 

"ontologisch" festgelegt ist, weiche Gegenstände Wertverläufe und welche 

Wahrheitswerte sind , wenn also eine Manipulation innerhalb gewisser Gren­

zen möglich ist. Diese Grenzen werden durch das Abstrak tionsprinzip ge­

setzt; die Identifizierung von Wahrheitswerten mit Wertverläufen soll g e­

schehen, " ohne ... mit der Gleichsetzung von •i 4>(t) = 1 'l'(t) ' mit 

'~ 4>(<11,) = '1'(111.) ' in Widerspruch zu geraten" ( ebd . ) . 

Daß die Bedeutung von Wertverlaufster men durch das Abstraktionsprinzip 

nicht eindeutig festgelegt wird , hatte Frege zu Beginn von§ 10 mit fol­

gendem Argument gezeig t: Sei X(E> eine von der Identität verschiedene bi­

jektive Funktion. Dann ist für beliebige '4>' und ''I'' 'X(~ 4>(t)) = x(&'l'(o.)J ' 

gleichbedeutend mit 't O(t) = ß. l:t(a)' und damit mit •~ 4>(.._) = '1'(44 ' . 

D.h . , die durch Namen der Form ' X(~ 4>(t))' bezeichneten Gegenstände h aben 

dasselbe "Kennzeichen zur Wiedererkennung" wie die durch Namen der Form 

•~ 4>( t)' bezeichneten Gegens tände, können also nicht von ihnen unterschie­

den werden. 

1
) Peter Schroeder-Heister , Universität Konstanz, Fachgruppe Philosophie, 

Postfach 5560 , D-7750 Konstanz . - Ich danke Franz-Viktor Kuhlmann und 
Pirmin Stekeler-Weithofer für Anregunge n. Eine ausführlichere Darstel­
lung der hier präsentierten Thesen findet sich in meiner Arbeit [ 4 ]. 

2
> Frege [3]. Seiten- und Paragraphenziffern im Text beziehen sich immer 

auf dieses Werk . 
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Dies~s Argument bedarf der Rekonstrukti on . Einersei ts sprich t Fregc von 

"Gegens t änden, deren Zeichen d ie Form •I e(E) ' habe n" (S . 16) , s etzt also 
~ 

voraus, daß Ausdrücke wie 'E ~(E)' für etwas 13estimmtes ste hen, anderer-

seits d avon , daß ihre Bedeutung "keineswegs völlig b estimmt ist" (ebd.) 

durch die gegebenen Festlegungen. Ferner kann es ja wohl nicht die Abs icht 

sein, neben Au sdrücken der Form 'c ~(E)' noch Ausdrüc ke d e r Form 

' X(c ~(E))' einzuführe n, d.h. eine neue Sprache zu konstruieren. Daß es 

eine zur Ausgangssprache i somorphe Sprache mit analogen Th eoremen g ibt , 

die jedoch über a ndere Gegenstände spricht, ist nicht das P r oblem, son­

dern daß die Ausgangssprache selbst in verschie d e ne r We i se interpretier t 

werden kann. 

Ich schlage zur Klärung eine modelltheoretische Deutung vor, na ch d e r Zei ­

chen eine Bedeutung relativ zu einer Interpre t ation I haben ; d ie Nich t ­

eindeutigkeit der Bedeutung besteht dann darin, daß keine Inte rpretatio n 

I durch das Abstraktionsprinzip ausgezeichnet ist , sondern sich zu jed er 

Interpretation eine andere Interpretation I ' angeben läßt , d ie dieselben 

Aussage n wahr bzw. fa l sch macht wie I; i nsbesondere is t dann I Model l des 

Abstrak tionsprinzips genau dann, wenn I ' Modell d e s Abstraktionsprinzips 

ist. Die von Frege benutzte Funktion X wäre d a nn e ine Funktion zwische n 

den Gegenstandsbereichen von I und I', d .h. ein Objekt, übe r das man in 

der Metasprache redet. Ausdrücke der Form 'X(c ~(E))' wäre n als unzu lässi ­

ge Mischungen von meta- und objektsprachliche n Ausdrücken gar n icht mehr 

definiert. 11 

Bei einer solchen modelltheoretischen Deutung ist zu beachten , daß i n Fre­

ges System Wahrheitswerte (wenn auch ausgezeichne te) Gegenstände sind, die 

zum Variabil itätsbereich des Allquantors gehören . Ich geh e dab e i von einer 

Sprache aus, wie sie Frege in den ers t en 9 Paragraphen der " Grundges e tze " 

eingeführt hat, deren Terme also mit Hilfe von Waagerechtem ('--'), Ne­

gationszeichen ( '-,--' ),Gleichheitszeichen(' =' ) , Allquantor erster Stu­

fe ( '~') und Wertverlaufsabstraktor 1•~•1 ge bilde t sind . Terme mi t 

•-- ', -.•, '= ' oder '-v-'·als Hauptzeichen sollen Forme ln h e ißen, 

solche mit •~• als Hauptzeichen Wertverlaufs terme . Terme ohne freie Va­

riablen (lateinische Buchstaben bei Frege) sollen ge schlossen h e ißen , 

geschlossene Formeln auch Aussagen. Eine Interpretation I bezieht sich 

immer auf einen Gegenstandsbereich U, in dem zwei verschiedene Gegenstän­

de wund f als die Wahrheitswerte (das Wahre und das Falsche) ausgezeich ­

net sind . Deshalb soll immer von einer Interpretation I über dem Tripel 

1 ) Frege selbst scheint keine andere Möglichkeit gehabt zu haben, die 
Nichteindeutigkeit der Bedeutung von Wertver lau f stermen auszudrücken . 
Da er noch nicht über die Unterscheidung zwische n Objekt- und Me t a ­
sprache verfügt und so (in moderner Ausdrucksweise) objektsprachl iche 
Zeichen auch dazu verwendet, um in der Metasprache über Gegenstände zw 
reden, muß er zum Ausdruck der Mehrdeutigkeit zusätzliche objektsprach­
l iche Zeichen (nämlich solche der Gestalt 'XI~ ~(E)) ' ) anstelle von 
metasprachli chen Zeichen einführen . 



(U,w,f) gesprochen werden (wobei {w,f } ~ U); ein solches I ist definiert 

als eine Abbildung von der Menge aller geschlossenen Wertverlaufsterme 

nach U, so daß höchstens wund f n icht zur Bildmenge von I gehören l) . 

Wertverlaufsterme gelten also als kleinste semantische Einheiten .'T' und 

'.!_'dienen als Abkürzunger, für die ausgezeichneten Aussagen '~ ,oi= ..,_' 

bzw. '-,- --0- a = <11.', die als Standardnamen für die beiden Wahrhei t swerte 

fungieren . 

I wird wie folgt induktiv erweitert zu einer Abbildung I• von der Menge 

aller geschlossenen Terme nach u (mit ' • ' als me tasprachlichem Identi­

tätssymbol ): 

I* (A) • I (A) 

I• m „ w 

I*( '-- A' ) 

I* ( '--,--A ' ) 

I* ( 'A B') 

wenn A geschlossener Wertverlaufsterm 

I •(.L) • f 

· {: 
·D 
·{: 

wenn I• (A) " w 

sonst 

wenn I * (A) ~ w 

sonst 

wenn I * (A) ~ I* {B) 

sonst 

,., ,...;:;... .,.,., ·{ wenn I * (q> (T)) "I*(q>(j_)) "I*(q> (B)) • w 

für jeden geschlossenen Wertverlaufsterm B 2l 

sonst 

Ein geschlossener Term A gilt bei I über (U ,w,f) ("I ist Modell von A 

Uber (U,w,f)"),falls I *( A) " w. Ein offener Term gilt bei I über (U ,w,f ) , 

falls der durch Allquantifikation über alle in ihm vorkommenden freien 

Variab len entst ehend e geschlossene Term bei I über (U, w, f) g ilt . Das Ab­

straktionsprinzip gilt bei I über (U, w, f) , wenn alle seine Instanzen bei 

I über (U ,w, f) gelten . 

Freges oben erwähntes Argument über die nichteindeutige Festlegung der 

Bedeutung von Wertverlaufstermen kann man nun wie folgt refor mulieren : 

l) D.h., Wahrheitswert e und Wertverläufe (Bilder von Wertverlaufstermen 
unter I) e rschöpfen den Gegenstandsbereich von I , wobei zugelassen 
ist , daß einer oder beide Wahr heitswerte zum Bereich der Wertverläufe 
gehören. 

2
> De r Variabilitätsbereich des Al lquantors •~• besteht also aus den 

Namen a ller Gegenstände einschließlich der durch T u nd .L bezeichneten 
Wahrheitswerte. 
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Argument 1 Sei I eine Interpretation über (U ,w, f). Sei U' eine Men­

ge, die wund f enthält, und sei X e ine von der Identität verschiede­

ne bijektive Abbi ldung von u nach u •, für die gilt: X(w) • w, 

X(f) • f. Sei I' diejenige Interpretation über (U ',w, f), die jedem 

geschlossenen Wertverlaufsterm A den Gegenstand X(I(A)) zuordnet. 

Dann läßt sich induktiv entsprechend der Definition von r• beweisen : 

Für jeden Term A g ilt: I ist Modell von A über (U,w , fl g enau dann, 

wenn I ' Modell von A über (U ',w, f) ist . Tnsbesondere ist I Modell 

des Abstraktionsprinzips über (U,w,f) genau dann , wenn I' Modell des 

Abs traktionsprinzips über (U ',w, f) ist; d . h ., das Abstraktionsprin­

zip zeichnet den Gegenstandsbereich U nicht vor U' aus . 

der zweiten Hälfte des§ 10 kommt Frege dann zu der zitierten These , 

ies Paar (r,s) verschiedener Wertverläufe könne als Paar (w,f) der bei­

~ Wahrheitswe rte festgesetzt werden. Seine Argumentation unterschei det 

;h von der vorherigen darin, daß als X eine bestimmte Permutation von 

(d.h . bijektive Abbildung von U nach U) gewählt wird, die (r,s) mit 

,f) vertauscht , ansonsten aber die Identität ist. Ich schlage folgende 

konstruktion vor: 

Argument 2 (Permutationsargument 1)) Sei I eine Interpretation übe~ 

(U,w,f). Seien rund s untereinander und von wund f verschiedene 

Elemente von u. Sei X folgende Permutation von U: X(r) ~ w, X(w) • ~ , 

X(s) ~ f, X(f) • s, x(u) ; u für alle sonstigen u aus u. Sei I' die­

jenige Interpretation über (U,r,s), die jedem geschlossenen Wertver· 

laufsterm A den Gegenstand X(I(A)) zuordnet. Dann läßt sich durch 

Induktion entsprechend der Definition von I* beweisen: Für jeden 

Term A gilt: I ist Modell von A über (U,w,f), wenn I' Modell von A 

über (U,r,s) ist . Insbesondere ist I Modell des Abstraktionsprinzips 

über (U,w,f), wenn I' Modell des Abstraktionsprinzips über (U,r,s) 

ist. 2 ) 

eges Permutationsargument in dieser Reformulierung ist korrekt, Wie der 

Detail durchgeführte i nduktive Beweis zeigt. 
3

) Jedoch ist e s - dies 

t meine These - kein Argument für das , was es begründen soll, nämlich 

für , daß beliebige verschiedene Wertverläufe als das Wahre und das Fal­

he festgesetzt werden können. Auf den ersten Blick scheint dies zwar 

Von "Permutationsarg ument" spreche ich im Anschluß an Dummett [2], 
s. 408 . 

Frege greif t in seiner eigenen Formulierung des Permutationsarguments 
auf neue Wertverlaufsterme der Gestalt 'n ~(D)' zurück . Ich interpre­
tiere das wieder als Folge der fehlenden Unterscheidung von Objekt­
u nd Metasprache . 

Vgl. Schroeder- Heister ( 4] . 
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der Fall zu s ein: Ist A ein geschlossener Wertverlaufsterm, für d e n 

I(A) s r gilt, so gilt I' (A) s w, und entsprechend I ' (B) ~ f, falls 

I(B) • s. D.h. , die Wertverlaufsterme A und B bezeichnen unter I' die 

Wahrheitswerte wund f. Diese Ausdrucksweise ist jedoch irreführend. 

Wahrhe itswert zu sein ist etwas Relatives und hängt von der gewählten In­

terpretation ab. Da I eine Interpretation über (U,w,f) ist, sind wund f 

die I zugehörigen Wahrheitswerte, die sich von den Wahrheitswerten rund 

s der Interpretation I ' über (U,r,s) unterscheiden . Man kann also h öch­

stens sagen: Die Wertverlaufsterme A und B bezeichne n unte r I' die Wahr­

heitswerte wund f von I (und nicht zugleich die Wahrheitswerte rund s 

von I'). Damit ist allerdings in Hinblick auf Freges Ziel nichts gewon­

nen; man möchte j a Wahrheitswerte und Wertverläufe in einem Modell iden­

tifizieren. 

Dies kann man sich auch so klar machen: Wenn ein unter I durch A bezeich­

neter Wertverlauf als das Wahre und ein durch B bezeichneter We rtve rlauf 

als das Falsche festgesetzt werden soll, so müssen bei I ' die Behauptun­

gen 'A = T' und 'B = J..' gelten. Dies ist jedoch nicht d er Fall. Wenn A 

undT bzw. Bund J_durch I * verschieden interpretiert werden (d .h . wenn 

I (A) t wund I (B) t f) - wovon man ja ausging - , dann werden sie auch 

durch I'* verschieden interpretiert (d.h. I' (Al t rund I ' (B) t s), da X 

als Permutation injektiv ist. Dieser Gedankengang, der allen mir bekann­

ten Interpretationen widerspricht, auch der sehr sorgfältigen und detail­

lierten Darstellung bei Thiel [5] 1), läßt sich d a hingehend verallgemei­

nern, daß sich Freges Ziel grundsätzlich nicht durch Erzeugung einer In­

terpretation I' aus einer Interpretation I durch Transformation des Ge­

genstandsbereichs erreichen läßt (vgl. (4] ). 

Das spricht natürlich nicht gegen Freges These über die Identifizierbar­

keit von Wahrheitswerten mit Wertve rläu fen , sondern nur gegen Freges Be-

3ründung für diese These, d.h. gegen die Ansicht, das (korrekte) Permuta­

tionsargument stütze die Identifizierbarkeitsthese. Folgendes Beispiel 

zeigt allerdings, daß auch die These selbst in der von Frege beanspruch­

ten Allgemeinheit n i cht gilt. Sei I Modell des Abstraktionsprinzips über 

(U,w,f). Die Wertverlaufsterme A und B sei en wie folg t definiert: 

1 1 Auch Dummett, dessen kurze Skizze des Permutationsarguments (Dummett 
(2], s. 403f.) der vorgeschlagenen modelltheoretischen Interpretation 
sehr nahe kommt, scheint es als korrekte Begründung für die Identifi­
zierbarkeit von Wertverläufen mit Wahrheitswerten anzusehen - ganz ab­
gesehen von solchen Interpreten, denen die Gültigkeit von Freges Argu­
mentationskette offens ichtlich als so unproblematisch erscheint , d aß 
sie Freges Behauptungen ohne weiteren Kommentar als e rwiesen ansehen 
(z.B. Currie (1], S. 69). 



{'.'i• ,) ' falls I('~(T= e:)') " w 

A" 

'e: (T= E) ' sonst 

t-r1< J_ 
e:) a)' f alls I ( • ~( T E) ') .. w 

B "' 
'&.(~(T E) = a) • sonst. 

Dann i st I(A) 4" I(B). Denn fal ls I( ' ~(T = e:)') ,j, w, i st 

I *(' -v-CT = -a ) = (E(T = e:) =,oi.)') "'f (man instanziiere ..,_durch T ), 

also nach dem Abstraktionsprinzip I * ('~( T = e:) &(€( T = e:) = a) ') = f , 

d . h . I('~(T = e:)') .. rc•&dcT= e:) = a ' ). Fa lls I('~(T= e:)') = w, ist 

I( '~(..L. = e:) ') , w, da sich mi t Hilfe des Abstraktionsprinzips 

I*( 1 :( T = ~) = ~( _L = e:) ') !!! f ergibt; damit ist I*('--.-~( J.. = E) ') • w, 

und somit I*('~(.l. = 41.) = (-,-~(..l. = e:) ="'t.-)') "f (man instanziiere 

,,.._, durch.l.), also nach dem Abstraktionspr inzip 

I * ( ' ~ ( ..L = E) = &_ (-,-i ( ..l. = e:) = a) ' ) " f , d. h. 

I('~(..L = e:)') ,1, I('&.(-,i(..L= e:) = a)') . Doch obwohl A und B unter I 

verschiedenes bezeichnen, sind sie als Bezeichnungen für die beiden Wahr­

:1c i tswe rte nicht geeignet: Wär e näml i ch ein Modell I' des Abstraktions­

prinzips über einem beliebig en Gegenstandsbe r e ich auch Model l von ' A = T' 

dann wäre es auch Model l von 'A = B ' und damit nicht von ' B = ..L' . Falls 

nämlich A = •~(T = e:) ' und daher B" •~(A = a)' ist, würde 

I' (B) = I ' ('5.(T = a ) ') "I' (A) folg en; fal ls A,. '1: (.L = e:)' und daher 

B " 'b.(-r-A = a)' ist, würde entsprechend I'(B) 11 I'('ö.(---,-T= a)') 

• I ' ('ö.(...l. = a) ') "I ' (A) folgen . 

Damit ergibt sich als Aufgabe weiterführender Uberl egungen , notwendi ge 

und/oder hinreichende Bedingungen für die Identifizierung von Wahrheits­

werte n mit Wertverläu f en anzugebe n. Im Hinblick darauf könnte dann auch 

Freges eigene Wahl von •~(-e:)' als Namen für d as Wa hre und von 

' ~ (e: = (,-4-ot = -<11,)) ' als Namen für das Falsche beurteilt werden. Dies 

würde möglicherweise den Anschein des (ansonsten Frege recht ferne lie­

g e nden) Konventionalismus von seiner Festsetzung der Wahrheitswerte bzw . 

Wahrheitswertnamen in§ 10 der "Grundgesetze" n ehmen. 
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