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8.4.7 Mathematische For mulierung der Beugung mit Hilfe der Fourier
Transformation

Ein Raum, der den Beobachtungen bei der Beugung angepadbtdst, Fourier-Raum. Man
Lbetritt” ihn durch die Fourier Transformation der Diehin Ortsraum. Nennt man die Dich-
teverteilung im Raunp(r), dann ist deren Fourier Transformierte:

F(h) = j o(F) &7 7

Ortsraum

Die Koordinate des Fourier-Raums ist der Vektorin Anwendung auf die Beugung nume-
riert h die unterschiedlichen Ordnungen. Die beobachteemsitat ist das Quadrat des Be-
trags vonF (h) :
_ — 12
|(h) =|F ()
Umgekehrt kann aus den Fourierkomponerfgh) durch die Rick-Transformation die
Dichte berechnet werden:
o(F) = j F(h) @™ dr,

Fourierraum

Die Bestimmung der Dichte entspricht der Bildrekaugion. Mathematisch werden die
Wellen der unterschiedlichen Beugungsordnungereaddie Linse flihrt diese Operation
physikalisch aus. Sie lenkt die Wellen der untdestiithen Beugungsordnungen so um, dal3
sie sich auf einem Bildschirm oder auf unserer Ntz mit richtiger Phase Uberlagern, wo-
durch das Bild entsteht.

84.71  Der Spalt alsKastenfunktion

Ein Spalt wird als 1-dimensionale ,Kastenfunktiantddelliert. Dieses Beispiel, mit dem die
Beugung am Spalt und Gitter beschrieben werden, lksimier explizit durchgerechnet:

Durchlas-
a sigkeit D
Ofir x<—-—
2 /_ Mathematisches
— — a Modell fur einen Spalt
= - < <
P(x) =1 Aflr 2 Xs 2 mit Breite a und ,Durch-
oftir x> 2 lassigkeit“ D
2
ata X
2 2
Fourier Transformation
F(h) = Ip(x) (2130 gy der Dichte, entspricht der
Ortsraum Integration der Dichte des
Objekts Gber den Ortsraum
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D ZII'Dk[H dX

eV [

F(h) = oj),o(x) (& dx =

N

Aufteilung des Integrati-
onswegs

Fhy=_D2 [eon]e, = D [Eez,mgm —e Z”Bgm} Folgt mit Hilfe der Euler-
27ih 5 A schen Beziehung:
_DIsin(z[hla) e’ =cosp +i Bing
rth
D Gin(zth @) |’ Die Intensitat ist das Qug
L (h) :{ Th } drat der AmplitudeF (h)

hzngl, far n=...,-2,-1,1, 2, ....
a

Nullstellen vonl (h )

1,04 J >
0,81 a
4 — l« /
0,6 > <
0,4
0,24
0,0
1
4 2 o 2 a

Intensitatsverlauf (h fur
D=1,a=1

Aus dem Vergleich der Argumente der Sinus Funknane Intensitatsverlauf der Fourier

Transformation und aus dem Huygens-Fresnelscheripifolgt:

Beziehung zwischen de
Koordinateh im Fourier-
Raum und dem

Beugungswinkel

Tabelle 1 Fourier-Transformation einer Kastenfuoikt

Die Breite des zentralen Maximums kann man tUbeeiditen Nullstellen zu dessen beiden

Seiten abschatzen, sie erscheinen bei
1

a
Daraus folgt die wichtigste Eigenschaft von Beudhilagrn:

hy

Die Ausdehnungen im Beugungsbild sind reziprok emneth des Objekts. Oder:

Was imOrtsraum breit ist, wird im Fourier Raum schmal



V8_4AFourier.DOC 3

8.4.8 Die Faltung

Zur Fourier Transformation von verschobenen odedeiiholten Objekten gibt es den Forma-
lismus derFaltung das Symbol dafir istl . Die Faltung erleichtert das Verstandnis des Beu-
gungsbilds solcher Objekte, weil sie das Beugumdigbieinen Anteil des einzelnen Objekts
und einen zweiten Anteil zerlegt, der die Verschi@boder Wiederholung des Objekts zum
Ausdruck bringt. Grundlage dafur ist das ,Fouriatténgstheorem“Die Fourier Transfor-
mation der Faltung ist das Produkt der Fourier Tséormierten der Faktoren

F(0(X)) = F (Loper (X)) TF (3(X = X))

8481  Verschiebung des Objekts
Die Verschiebung eines Objekts an einen Qrformuliert man mit Hilfe deFaltung Sitzt
das Objekt mit Dichtgo,,.,(X) um den Punki, zentriert, dann gilt:

o(x) = pobjekt(x) 0 o(X=X%,)

0 X, 0 0 X,

Abbildung 1 Eine Kastenfunktion am ®ydargestellt als Faltung einer Kastenfunktion am
Koordinatenursprung mit einer Deltafunktion am Gyt.

Dieser Ausdruck enthalt die Dichteverteilupg,, (x) des Objekts und eine Funktion, die

anzeigt, wo das Objekt zu finden ist. Fir letzieéblt man died -Funktion, eine mathema-
tisch besonders angenehme Funktion, denn ihr ktegyrdefiniert als

f(x,) = ja(x—xo)mf(x) [eix

Ortsraum

Mit anderen Worten: Jede noch so komplizierte Honkist integrierbar, wenn sie mit einer
o -Funktion multipliziert im Integranden steht, desia wird einfach abgeschrieben und ihr
Argument X, gesetzt.
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In der folgenden Tabelle wird die Intensitat fimeenachx, verschobene Kastenfunktion be-
rechnet.

P(X) = Popjei (X) U (X = X,) Faltung

F(IOObjekt(X)) F(J(X - Xo))
Fourier Transformation der

beiden Faktoren der Faltung
IpObjekt(X) [&*™dx I5(X - X,) @™ dx

Die Fourier-Transformatior
Disin(rlhla) 2ritx, ist ausgefuhrt, als Objekt

77h wurde die Kastenfunktion
gewahlt

Theorem: Das Produkt beiz
_ Disin(zzlhla) ., s, der Fourier-Transformierte

Fo09) = 770h e ist die Fourier-

Transformierte der Faltung

=)

, , Die Intensitat ist das Quadt
| (h) = |F(,0(x))|2 _ | D BBin(7r Th (&) 2| = |D Bin(7zh [&)|”| rat der Amplitude. Sie ist

| 77h | 77Th | | von der Objektverschiebung
unabhéangig, wie es der Be
obachtung entspricht.

Tabelle 2 Berechnung der Intensitat bei Verschiebung eines Objektdfmiler Faltung

8.4.8.2  Periodisch wiederholte Objekte

Wiederholt sich das Objekt an mehreren Stellen, zeB-A und A, dann wird mit der Sum-
me dero - Funktionen gefaltet. Jede einzelne von ihnen gibt édr¢an, an dem das zu ver-
teilende Objekt abgelegt wird. Ein alltagliches Beispigl\Zeranschaulichung der Faltung
mit o - Funktionen: Angenommen, ein zahmer Vogel sei entflogeam habe einen entspre-
chenden Zettel verfal3t und vervielfaltigt und diesenllan_aternen-, Ampeln- und Telegra-
fenmasten der Umgebung geheftet. Die Verteilung derlfgitspricht dann der Faltung der
Masten mit dem Zettel. Jeder Masten steht fur diné-unktion und der Zettel fur das Ob-
jekt:

(@ D) | ‘

| 'L Jij Spatz ‘ |
L|J = entflogen! O | | '
Belohnung
(I

7
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Analog werden zwei Kasten oder Spalte bei -A, A dardestel

P(X) = Popee(¥) O (3(x+ A) +3(x = A))

— _/
Y

[ I I | |
-A X A 0 -A 0 A

Analog zur Formulierung des Doppelspalts wird ein GittérNrspalten im Abstand von A
als mit der entsprechenden Summe voffrunktionen angesetzt, letztere nennt man ,Gitter-

funktion® Ein Gitter mit n Spalten im Abstarist die Faltung der Objektfunktiopg,(X)
flr einen einzelnen Spalt mit der ,Gitterfunktion*:

() = Posa() 0> 3(x— ATH)

v=1

Faltung der Objektfunktion
mit einer ,Gitterfunktion® fur

N Wiederholungen.
Gezeichnet sind 8 Spalte mit
X AbstandA der 3 fachen
- e e Spaltbreitea, deren Durchlas-
A a sigkeit seD.
N
P(X) = PN T Y 3(x- AW)
v=0
N . .
Fourier Transformation der
F\Oopjert (X - .
ose() F[;d(x ADJ/)j einzelnen Faltungs-Faktoren
N T
_ 27T _ e Aus dgr Definition ded -
I Poneia(X) €7 dx I ;5()( A ETTdX e nktion folgt rechts
N QZAIIN+DAD _q die geometrische Reihe,
> e == = |nach Ausklammern von
V=0 € -1 i@

e erhalt man
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Mit Hilfe der Eulerschen Be-

_ eimr[(]N+1)mm E?imr[(]Nﬂ)mm _ e—imf(]Nﬂ)mm ziehu ng
T gD QI FAD _ AR €? =cosp +i [Zing
folgt
Fourier-Transformierte der
D [sin(zzLhla) o A ﬁin(ﬂ [(N+1)[Alh) |Faltungs-Faktoren, als Obje

rh

sin(77CAh)

wurde die Kastenfunktion
gewahlt.

0.z 0.4 o6 o.s 1.

° | Transformierten der Gitter-
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Links: Intensitat der Spalt-
funktion, Breite a=1
Rechts: Quadrat der Fourier

funktion far:
Oben:4 Spalte, Abstand A=
Unten:8 Spalte, Abstand A=

F(h) = F (Pogee(1)) [F(3 S(x-a10)

v=l

1 (h) =|F(h)°

Berechnung der Amplitude
aus dem Produkt der Fourie
Transformierten. Nach Be-
tragsbildung und Quadrierer
folgt die Intensitat

]

80

40

20

Intensitatsverteilung eines

Gitters mit 8 Spalten mit Ab

stand A=3, was der dreifa-

chen Spaltbreite a=1 ent-
spricht.

Tabelle 3 Intensitatsverteilung am Gitter. Mit waehder Anzahl der Offnungen werden die
Linien scharfer, bleiben aber am gleichen Ort. Bienahme der Intensitat zeigt den Verlauf

der Intensitat des Einzelspalts.
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