1 Symmetrie

Die Invarianz des Kristallsgitters gegeniiber bestimmten Synaopérationen, speziell
gegenuber Verschiebungen (Translationen) des Gitters um bestimmte Betragemmte
Richtungen, ist die charakteristische Eigenschaft der Kristalle. peri3atz zu
Symmetrieelementen wie Spiegelung oder Drehung ist die Symmegeaigeer
Translationen in der Natur nur im Kristallgitter realisiert. Die Satrie pragt viele
physikalische Eigenschaften der Kristalle, deshalb ist dieses KapidelraAnfang dieser
Vorlesung gestellt.

Abbildung 1 Gitter eines Kalium-Chlorid Kristalls

In der Physik bezeichnet Symmetrie die Regelmaligkeit einer geschetni oder
mathematischen Struktur in der Weise, dass sie bei Ausflhren einer bestimmten
Transformation, deBymmetrieoperatiobhzw. Symmetrietransformation, unveréndert bleiben
bzw. wieder in sich Uberfuhrt werden. Schon friih vermutete man, dass Symmetrigé eng m
unserem Weltbild verknipft ist.

1.1 Symmetrie im naturwissenschaftlichen Weltbild Plators (428-
348) und bei Kepler (1571-1630)

Die regelméaRigen Polyeder, der Wiirfel, der Tetraeder, der Oktaeder und dediogelten
nach Platon als die kleinsten Teile der vier Elemente Feuer, Erde, Luft issi\2ie
Symmetrieeigenschatft der kleinsten Teile ist bei Platon der einheificsammenhang aller
realisierten Erscheinungen.

Kepler nahm an, dass die Radien der Umlaufbahnen der funf zu seiner Zeit bekannten
Planeten (Merkur, Venus, Erde, Mars, Jupiter) sich wie die Radien von Kugeln ereridadt
durch die Ecken platonischer Korper verlaufen, die ineinander geschachtelt esirtkrd
Merkur zugeordnete Ikosaeder liegt im Dodekaeder der Venus, dieses im Oktxedale,
der im Wirfel des Mars, dieser schliel3lich im Tetraeder des Jupitererisapl die
Symmetrie als einheitliches Prinzip fur die Gestaltung der Bahnen amtéiaund erklarte
ihren Unterschied mit unterschiedlichen Symmetrieeigenschaften der zugeordigper.



Tetraeder Hexaeder Oktaeder
‘F’ 7
Fentagondodekaeder Ikosaeder

Abbildung 2 Die funf platonischen Kérper. Sie sind dreidimensionale Polyeder mit Kanten
gleicher Lange. In allen Ecken ist die Anzahl der zusammentreffenden Kanten gleich, die
Winkel zwischen diesen Kanten sind gleich.

1.2 Symmetrie in physikalischen Naturgesetzen

1.2.1 Homogenitat der Zeit

In einem zeitlich homogenen System hangen die physikalischen Gréfl3en nicht von der
absoluten Zeit, sondern nur von Zeitdifferenzen ab, die Zeit kann also beliebig verschoben
werden. Aus der Homogenitat der Zeit folgt die Energieerhaltung.

1.2.2 Homogenitat des Raums

In diesen Systemen kann der Ort beliebig verschoben werden, nur Differenzemervdsn
Ortsvektoren der Teilchen bestimmen die physikalischen Gro3en. Daraus folgt die
Impulserhaltung.

1.2.3 Isotropie des Raums

Hier kann das System um einen beliebigen Winkel gedreht werden, alle Raumrichtadgen s
gleichberechtigt. Daraus folgt die Drehimpulserhaltung.

Da alle Erscheinungen dieser Welt den Naturgesetzen folgen, sind die
Symmetrieeigenschaften ihre gemeinsame Basis. Das war auch satoms Rlorstellung,
ebenso wie, in Anwendung auf die Planetenbewegung, die von K@&plereinsam und in
diesem Sinne zeitlos ist die Vorstellung einer einheitlichen mathematischietuiSton
allem, was uns umgibt, die sich in Symmetrieeigenschaftenerdtinterschied von Platon
zur modernen naturwissenschatftlichen Sicht ist lediglich die Wahl der Reatigibzw.
Veranschaulichung dieser Struktur, friiher wurde die Symmetrie an den Kggazexigt, jetzt
am Naturgesetz. Die abstrakte Grundlage ist in beiden Fallen die Theoriaudpeund
ihrer Darstellungen.



1.2.4 Symmetrie in der Atomphysik

Symmetrie zeigen die Formen der Orbitale, das sind die Gebiete hoher Augenthal
Wahrscheinlichkeit der Elektronen eines Atoms oder Molekls. Die Orbitale der s, p, und d
Elektronen unterscheiden sich in ihren Symmetrie-Eigenschaften.

Abbildung 3 Orbital (1) eines s-Elektrons, (2) eines p-Elektrons, (3) Orhitadadrei d-
Elektronen. Gezeichnet sind die Gebiete, in denen die Teilchen bei vielen Beobaxcimunge
mindestens 95% aller Beobachtungen angetroffen werden (,mit 95%iger
Wahrscheinlichkeit").

Im Modell unabhangiger Teilchen bewegt sich jedes Atom unabhangig von den andern in
seinem effektiven Potential. Es ist offensichtlich, dass die Potentiale - omdika Orbitale -
unabhangiger Elektronen nicht durch alle Symmetrieoperationen des Raums ineinander
Uberfuhrbar sein durfen: Das wurde die Identitat der Orbitale und Potentgda,a@as im
Widerspruch zur geforderten Unabhangigkeit steht.

1.3 Symmetrie in Kristallen

Spricht man bei einem Objekt von Symmetrie, dann gibt es eine Abbildungsvorschrift, nach
deren Ausfiihrung das Objekt in sich selbst Gbergeht. Auch eine Funktion zeigt Sgmmetri
wenn sie nach bestimmten Transformationen ihrer Variablen unveréandett blei

Transformation, nach deren Ausfihrung das transformierte

SHITSISY IS ENIO Objekt mit dem urspringlichen im Ganzen deckungsgleich

st

Geometrisches Gebilde, das bei einer Symmetrieoperation|seine

Symmetrieelement Lage nicht andert

Tabelle 1 Grundbegriffe zur Symmetrie



1.3.1 Die Translationssymmetrie

Gegenuber beliebigen Objekten mit Symmetrie sind Kristalle dadurch aictuetedass es

Vektoren gibt, die Betrag und Richtung von Verschiebungen angeben, die den Kristdl in si

selbst Uberfuhren. Diese Vektoren sind Linearkombinationen der ,Basisvektoréittdes’
mit ganzzahligen Koeffizienten. Allerdings gilt diese Symmegegeniiber Verschiebung
streng nur bei Objekten, die in Verschiebungsrichtung unendlich ausgedehnt sinch Bei de
beobachtbaren physikalischen Effekten, z. B. in Beugungsexperimenten, erschiegint abe
Objekt mit mehr als ca. 100 Elementarzellen in der Verschiebungsrichtargjnainendlich
ausgedehntes. Ein reales, endliches Objekt bezeichnet man als Realkri§&aljansatz zum
unendlich ausgedehnten Idealkristall.

Als ,Elementarzelle” bezeichnet man das von den Basisvektoren aufgespaaiitdepégped.
Es ist die kleinste Volumen-Einheit, aus der durch Parallelverschiebung d&llKyebildet
werden kann, ohne Liuicken und Uberdeckungen in den Volumina.

V=@, +n, s, +n,a, _C_Bltter_\_/ektor: Verschiebung, die den Kristall in sich selbst
uberfihrt

a,,a,,a, odera,b,c Basisvektoren des Gitters

n,n,,n, Ganze Zahlen

Tabelle 2 Gittervektor und Basisvektoren des Gitters

Abbildung 4 Basisvektoren eines Gitters

Man kann —formal- den Kristall aus einem ,leeren Gitter” und dem Zellinb#daaen. Dazu
wird der Inhalt einer Elementarzelle entsprechend oft kopiert und auf dbée Aes leeren
Gitters verteilt. Diese Zerlegung ist sinnvoll, weil auch in der Bereandes
Beugungsbildes der Kristalle der Einfluss des Inhalts der Eleméeigarae dem des Gitters
separiert werden kann.

Von den Basisvektorea,,a,,a, odera,b,c aufgespanntes
Parallelepiped

Elementarzelle

Unendlich ausgedehnter Kristall und seine ,real

Jorzel- el Al szl existierende”, endliche Variante

Tabelle 3 Begriffe: Elementarzelle, Ideal- und Realkristall



Kristall

Inhalt der Elementarzelle

,Leeres Gitter”

Tabelle 4 Das reale Kristallgitter und seine Bausteine: Der Inhalt einer Elemzstie und
das ,leere Gitter”, im Beispiel ein CsCl Kristall.

1.3.2 Punktsymmetrieoperationen und Symmetrieoperationemit
Translationsanteilen

Symmetrieoperationen, die mindestens einen Punkt unverédndert lassen, bezeichfget man a

~Punktsymmetrieoperationen“. Dazu gehdren Drehungen, Spiegelungen und

Drehspiegelungen. Aus ihnen werden die Elemente der ,Punktgruppen® ausgewahlt. Im

Gegensatz dazu gibt es bei Translation und bei Operationen, die mit Transhitersa

zusammengesetzten sind, keine festen Punkte. Diese Operationen uberfiihren @bgkte ei

unendlich ausgedehnten Gitters in sich.

Symmetrieoperation

Symmetrieelemente

Drehung

Drehachse g

e

Spiegjelung an Linien
im R, an Ebenen oder
an Punkten im R

Spiegeleb
ene /

/

Inversionsz
entrum

Tabelle 5 Einfache Symmetrieoperationen und Symmetrieelemente dazu. (Hellrot
kennzeichnet Symmetrieoperationen, bei denen es ortsfeste Punkte gibt, Opedatione

~Punktgruppen®).




Einfache Symmetrieoperationen sind beliebig oft und in beliebiger Reiheiatfiéhrbar,
jede zusammengesetzte Operation erfordert die Ausfiihrung beider Anteile.

Symmetrie-

. Symmetrieelemente
operation

2. Translation
1. Drehung \TC%

Schraubung Og(/{ -
Schraubenachs&/o
—O

Gleitspiegele
bene

2. Translation
Gleitspiegelung

1. Spiegelung /
Drehinversionsachse

1. Drehung Z

Drehinversion | o~ 3 o
C-/ ®

2. Inversion

Tabelle 6 Wirkung der zusammengesetzten Symmetrieoperationen




Inversionszentrum Translation
Drehung Drehspiegelung Schraubung
Spiegellinie oder Ebene Gleitspiegelung

Tabelle 7 Bausteine (Spalten- und Zeilenlberschriften) der zusammengesetzten
Symmetrieoperationen (Tabelleninhalt). Hellrot: Symmetrieoperationen, bei denen es
ortsfeste Punkte gibt, Hellgrin: Symmetrieoperationen mit Translationsanteilen

Zusammengesetzte Operationen mit Translationsanteilen sind Operationen der
~,Raumgruppen®, sie erfordern unendlich ausgedehnte Objekte, also Idebdkristasind
Operationen der ,Raumgruppen®.

1.3.3 Elemente der Gruppentheorie

Symmetrieoperationen verhalten sich wie die Elemente einer Gruppe irmmagifuhen
Sinn. Eine Gruppe ist eine Menge von Elementen, zwischen denen eine Verknipfung
definiert ist. Das Ergebnis der Verkntpfung muss eindeutig sein:

G :{e, a,b, c} Die GruppeG ist die Menge der Elemengga,b,c,..
|G| Die Ordnung der Gruppe ist die Anzahl der Elemesitekann
endlich oder unendlich sein.
Das ,Produkt” zwischen zwei Elementen ist das Engetder
a b Verknupfung zwischen den Elementarund b. Das Ergebnis mus;s

eindeutig sein. Die Verknipfung ist im Allgemeing@oht
kommutativ.

U7

Tabelle 8 Ordnung der Gruppe und Verknupfung

Die Elemente bilden eine Gruppe, wenn die folgendenAxiome erfillt sind:

Die vier Gruppenaxiome:

Gehorena undb zur Menge, dann muss auch das Produlb zur

(1) Gesamtheit gehdren.
(2) Die Verknupfung ist assoziatia (b c)=(a b) c.

Die Menge enthéalt ein Element das ,Eins-Element®, so dass flr
3 : . .

jedes Elemena aus der Menge a=a €=a qilt.

Zu jedem Elemena aus der Menge gibt es auch ein Elemgnso
4) dassa b=b a=e gilt. Dieses Element heilt ,Inverses* au,

man schreiba* =b.

Tabelle 9 Definition der Gruppe



Aus den Symmetrieoperationen der Punktgruppe kaamdurch entsprechende Auswahl
endliche oder, bei Symmetrie ,Drehung um beliegakel“, sogar unendliche Gruppen
bilden. Jedem Gruppenelement im abstrakten Sirspealt eine Symmetrieoperation. Der
Verknlpfung zwischen zwei Elementen entspricht re@iwander Ausfiihren” von zwei
Symmetrieoperationen.

Die Gruppenelemente sind die
Drehungen z. B. des grauen Punktesjum

O—=0 o + 0°,60°,...,300°
ﬁ & G=1{e6' 6% 66" 6%}, [G|=6
o . Die SymmetrieoperatioB® z. B. ist das

Produkt* 6" 62.
Das Inverse Element z6( z. B. ist62

Tabelle 10 Beispiel: Punktgruppe 6 der sechszahl@eshung

Die Gruppen-Eigenschaft der in einer periodischanrdnung von Objekten realisierten
Symmetrieoperationen hat zur Folge, dass man sieh einen ,Kristall“ durch irgendeine
Aufzéhlung von Symmetrieelementen wiinschen karer, dile Realisierung scheitert, wenn
die Elemente auf der Wunschliste keine Gruppe bil@eshalb entstehen beim
Kristallwachstum keine beliebigen Zufallsmusterewi B. bei der Verteilung von
Farbspritzern, sondern eine Struktur mit unteradeanertraglichen Kombinationen von
Symmetrieelementen. Letztere bilden die im Folgarasprochenen Punkt- und
Raumgruppen.

1.3.4 Mit Gittern vertragliche Punktsymmetrieoperationen

Punkte, die Uber Gittervektoren miteinander vertmsind, gehen bei Anwendung einer
beliebigen Punkt-Symmetrieoperation wie Drehunge@dung oder Drehspiegelung in
Bildpunkte tber, die auch mit Gittervektoren vertem sind.

Diese Bedingung fuhrt zu einer Auswahl der in eir@iter moglichen
Punktsymmetrieoperationen, insbesonders den Dremuiigje erlaubten Elemente bilden die
.Kristallographisch zulassigen“ Punktgruppen.

Es sei z. Ba ein Gittervektor. Unter der Annahme, eine Drehungden Winkel/ sei eine
erlaubte Operation, wird an beiden Enden um bzw. - ; gedreht und aus den so
entstandenen Schenkeln und der Verbindungslinischen ihnen ein Trapez erzeugt
(Abbildung 5). Wenry eine Symmetrieoperation aus der Punktgruppe disr&ist, dann
sind alle Eckpunkte des Trapezes aquivalente Pudkte, sie gehen durch Translationen
ineinander uber. Die lange Seite ist eine Trarwigparallel zur Translatioa, also muss ihre



LangeA ein Vielfaches vorja sein. Diese Bedingung ist aber nur fiir Drehunger60°,
90°, 120° und 180° zu erfullen.
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Abbildung 5 Gitter der Symmetrie 3 (Beispiel: Sif¥iefquarz®, die dreizahlige
Symmetrieachse steht senkrecht zur Zeichenebemtridktion eines za parallelen

Translationsvektor®a durch Drehung des Translationsvekt@sm in zwei aquivalenten
Gitterpunkten liegende Achsen a2 bzw240 (=-120°).

A=a+2xasin / - P _q. 2 %205 Lange (_Jler_ Iangen_Selte qu Trapezes, pari
zua, sing - p/2) =- coy
A=pia A ist ein Translationsbetrag, deshalb st
ganzzahlig
. _1-p
coy =——
Y 2
Mit den Bedingungen
P ! 0 1 2 3 ganzzahligesp
cos/ 1 | y2 | o |-y2| a .|COS/ |£1 | |
folgt die Auswahl der mdglichen Drehwinke
/ 0 60 90 | 120/ 1807 - Das Symb.ol der dazugehdrigen
Punktgruppe ist.
n 1 6 4 3 2

allel

Tabelle 11 Berechnung der im Gitter méglichen Drejen

Enthalt das Gitter eine Spiegelebene, dann wirdzéervektor nur dann in sich oder ein
Vielfaches von sich selbst Gberfihrt, wenn er inSig@iegelebene liegt oder senkrecht zur
Spiegelebene steht. Bei einer einzigen Spiegelebetiséeht so das ,monokline®
Kristallsystem, die Normale zur Spiegelebene d¢git,aevorzugte Richtung“ und ist die
Richtung einer Translation.
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1.3.4.1 Nomenklatur zu Symmetrieelementen in Kristallen

Die Bezeichnung der Symmetrieelemente der Punkpgmubolgt der ,Internationalen
Nomenklatur‘ nach Herrmann-Mauguin.

Bezeéchnun Symbol Anmerkung
1 Einheitselement der Symmetrieoperationen

2 Drehung um 180°

Drehung um 120°

Drehung um 60°

0
A

4 ’ Drehung um 90°
@

In R? Spiegellinie, INR* Spiegelebené
zur Zeichenebene

m —

Tabelle 12 Punktsymmetrieelemente der Bravaisgittét” und R®

In R® gibt es zusétzlich die Inversion und zu jeder Drehdie Drehspiegelung

R3 Symbol Anmerkung
1 O Inversionszentrum
2=m |_ Spiegelebene in der Zeichenebene

3 A Drehinversion: Drehung um 120°, gefolgt
von einer Inversion*

- () Drehinversion: Drehung um 90°, gefolgt vpn

4 einer Inversion

5 0 Drehinversion: Drehung um 60°, gefolgt vpn

einer Inversion

Tabelle 13 Punktsymmetrieelemente der Bravaisgittét’. Alle Drehachsen stehen
senkrecht zur Zeichenebene, bei Drehung muss desion folgen. * das Inversionszentrum
liegt auf der Drehachse
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1.3.5 Punktsymmetrie der ,leeren Gitter“: Die Kristallsys teme

Durch die Translationssymmetrie sind in Gittern /iehtungen der Basisvektoren (zwei in
R? , drei in R® ) bevorzugt.

Erzeugt man aus einem einzigen Punkt durch Anwegdller Gittervektoren ein Gitter,
dann erhalt man ein ,leeres Gitter”, entsprechesrddrstellung in Tabelle 4. Dieses ,leere

Gitter” zeigt aber aul3er der Translationssymmetuieh Symmetrien der Punktgruppen (vgl.
1.3.4): Die dazugehdrigen Symmetrieelemente d=fni weitere im Gitter bevorzugte

Punkte oder Richtungen.

Abbildung 6 Punktgruppen Symmetrieelemente in egumefwinkligen ,leeren Gitter” in
RZ
Nach der Symmetrie der ,leeren Gitter” werden diestallsysteme eingeteilt. Anhand der

Kristallsysteme ist auch die Bedeutung der Symhaolelie Bezeichnung der Punktgruppen
festgelegt

PunktgruppeBeZiehung zwischen der Position des
Kristallsystem | des leeren Symbols_ in der Punktgruppe und den
Translationsvektoren

Giters 1.Stelle | 2. Stelle | 3. Stelle
Schiefwinklig 2
Drehachs
Rechtwinklig 2mm e [10] [0]]
senkrecht
Quadratisch 4mm zur [10] [11]
Ebene
Hexagonal 6mm [10] 1]

Tabelle 14 Die vier Kristallsysteme R und die Beziehung zwischen den
Symmetrieelementen der Punktgruppe des leerenr<Gitel den Translationsvektoren

(Codiert in der Position der Symbole zur Bezeiclygnder Punktgruppe)
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Beziehung zwischen der Position d

. Punktgruppe ;
Kristallsyste des leeren Symbols_ in der Punktgruppe und de Anmerkung
m Gitters" Translationsvektoren
1. Stelle | 2. Stelle | 3. Stelle
- - Inversionsz sonst 1 in beliebigem
Triklin 1 entrum Punkt
Verkurztes Symbol:
[Ol(ﬂ Eine bevorzugte Achse
[001 oder{o1d *
Monokii 2 Ausfihrliches Symbol:
OnoKiin m 1 1 [00d Bevorzugte Achse
[001] (Chell Choice 1)
Bevorzugte Achse
1 [01d L 1o1d (Chell Choice2)
Orthorhombig 2 2 2 Drei orthogonale
ch mmm [10d [01d [oog Richtungen bevorzugt
422 Zwei orthogonale
Tetragonal mmm [oog i 11d Richtungen &aquivalent
62 2 B Richtungen in einer
Hexagonal ——— [OO]] [100] [110] Ebene im Abstand von
mmm 60° aquivalent
Hexagonale
Aufstellung:
Trigonal, b2z [003] [100] [110] Richtungen in einer
Rhomboedris M ™M Ebene im Abstand von
ch 120° aquivalent
=2 = Rhomboedrische
3E 111 [110] Aufstellung
. 42 Drei orthogonale
Kubisch ESE [oog 111 11d Richtungen dquivalent

Tabelle 15 Die sieben KristallsystemeRA und die Beziehung zwischen den
Symmetrieelementen der Punktgruppe des leerenr<Giel den Translationsvektoren
(Codiert in der Position der Symbole zur Bezeiclgnder Punktgruppe). *) Im monoklinen
System gibt es zwei Konventionen fur die Wahl deshdSymmetrie bevorzugten
Translationsrichtung, die nur im vollstandigen Syidxplizit sichtbar wird.

1351

der ,gefullten Gitter”, die Kristallklassen

Punktgruppen der ,leeren Gitter* und ihre Untergrup pen: Punktgruppen

Die Punktgruppen der leeren Gitter sind von héctsyenmetrie (,Holoedrie®). Der
Zellinhalt kann die holoedrische Symmetrie ernigelni, es bleibt in jedem Fall die
Symmetrie einer ihrer Untergruppen. Der Bezug zimescder Stellung der Symbole und der
Ausrichtung der Symmetrieelemente bleibt auch kaildntergruppen erhalten. Die
Symmetrieerniedrigung wird im Beispiel des schieldigen SystemsirR* ( Abbildung 7)
deutlich. Als Einteilung der Kristalle, also dert®r mit Inhalt, in ,Kristallklassen*
bezeichnet man die Zuordnung der Kristalle zur Rymippe der leeren Gitter oder, je nach
Zellinhalt, zu einer ihrer Untergruppen.
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Punktgruppe Punktgruppe bei Bertcksichtigung des Zellinhalts
Kristallsystem | des leeren 5 1

Gitters
kS

Schiefwinklig 2 C:.CD

o0
’ ’OQ‘; o

Abbildung 7 Beispiel fur die Erniedrigung der Pugrkippen-Symmetrie durch den Zellinhalt.
Das leere Gitter zeigt in beiden Fallen die Symaeir

Die Symmetrieelemente der Kristallklassen bildenddyruppen der Punktgruppen der
Jleeren Gitter". Zur Bestimmung der Kristallklassereinem Kristallsystem werden deshalb
alle Untergruppen zur Punktgruppe des ,leeren (Sitigestimmt. Es ist offensichtlich, dass
es die gleiche Untergruppe in mehreren Kristallystn geben kann, man denke nur an das
Eins-Element, das ja in jeder Gruppe enthalteandtselbst eine triviale Untergruppe bildet.
Die Kristallklassen zu allen KristallsystemenRi oder R®*kénnen nach folgendem Schema
bestimmt werden:

Schleife tber alle Kristallsysteme, beginne mit d&ystem niederster Symmetrie
(schiefwinklig in R?, triklin in R®)

Bestimme alle Untergruppen zur Punktgruppe des#lsystems

Ist die Untergruppe schon in einer Kristallklassehanden?

Nein

Ja Die Untergruppe ist eine Kristallklasse zu diesem

Kristallsystem

Tabelle 16 Flussdiagramm zur Bestimmung der Kiidegsen

Auf diese Weise erhélt man die 10 zweidimension&lestallklassen:

1 2 3 4 6 m 2mm 3m 4mm | 6mm
1 G
2mm | UG uG uG G
4mm | UG uG UG UG UG G
6mm | UG uG uG uG UG uG uG G

Tabelle 17 InR?: Zerlegung der Punktgruppen der 4 ,leeren GittéKristallsysteme),
Inhalt der ersten Spalte, nach ihren Untergruppkedlt der ersten Zeile) . Die 10
Kristallklassen sind Gesamtheit der unterschiediitisruppen(G) und Untergruppen (UG).

Die Liste aller 32 Kristallklassen iR® findet sich in Abbildung 8 undttp://www.uni-
tuebingen.de/uni/pki/skripten/VK_32PG.DOC
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Die Symmetrie der Kristallklasse zeigt sich in pkgschen Messgrof3en, die von der
Richtung der Beobachtung im Bezug auf die Orieatigrder Symmetrieelemente im Kristall
abhangen, z. B. in der thermischen Ausdehnungeldstische Deformation unter der
Wirkung aul3erer Kréafte, dem Brechungsindex bei Bgang von Licht, der elektrischen oder
magnetischen Polarisierbarkeit. Bei Messungen dieggnschaften verhalt sich ein Kristall
wie ein homogener dichter Korper, die Translatigngsetrie in seinem mikroskopischen
Aufbau ist nicht zu erkennen. Vom Gitter Ubertrgigh aber die Punktgruppen Symmetrie
auf die physikalischen Eigenschaften. Das ist dissage degCurieschen-Prinzips*”

,2ursache und Wirkung zeigen die gleiche Symmetrie*
und des Yon Neumannschen Prinzips

,Die Symmetrieelemente jeder physikalischen Eighaienthalten die Symmetrieelemente
der Punktgruppe des Kristalls*

oder, mit anderen Worten, die Symmetrie der phyisitaen Eigenschaften ist nicht niederer
als die der Punktgruppe des ,geflllten Gitters".

In manchen Kristallen erscheinen deshalb verscheé&echtungen aquivalent, entsprechend
der Lage der Symmetrieelemente. Die Punktgruppennstrie des Gitters mit Inhalt ist

durch die Gesamtheit der Spiegelebenen und Drebades Gitters gegeben, deshalb ist bei
zusammengesetzten Symmetrieelementen (Tabelle Tyaeslationsanteil ohne Bedeutung.

Jeden Kristall kann man einer der 32 Kristallklasseordnen, die man fur die sieben
Kristallsysteme inR® erhalt. Fir die vier Kristallsysteme d&$ gibt es 10 Kristallklassen.
Die Stellung der Symbole im Bezug auf die Translavektoren ist hier ohne Bedeutung,
weil in der Kristallklasse — abgesehen davon, desSymmetrie des leeren Gitter in jedem
Kristallsystem die Ausgangs-Gruppe definiert - @eenslationsgitter nicht berticksichtigt
wird. Deshalb gibt es in manchen Kristallklassetetsthiedliche, mit ,or* verkntpfte
Bezeichnungen fir die gleiche Klasse.
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1.3.5.2  Die 32 kristallographischen Punktgruppen im R

Kristallsystem

Triklin

Monoklin

Orthorhambisct

Tetragone

Trigona

Hexagone

Kubisct

Abbildung 8 Die 32 kristallographischen PunktgruppkKopie aus den ,International Tables
For Crystallography”, Volume A. Die blau unterstnenen Punktgruppen beschreiben die
Symmetrie der ,leeren Gitter* der einzelnen Kridsgisteme
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1.3.6 Die Bravais-Gitter: Eine Nutzer-freundliche Konvention

Der Inhalt einer Elementarzelle kann aus mehrerehdiien bestehen, die durch Vektoren
ineinander Uberflhrbar sind. Wenn die BasisvektdesnGitters Linearkombinationen dieser
Vektoren mit ganzzahligen Koeffizienten sind, davéhlt man die kiirzeren Vektoren als
Basisvektoren und definiert mit ihrer Hilfe eine ghihst kleine Elementarzelle. Wenn aber
durch die Wahl der kleineren Zelle die Translatiektoren mit den Symmetrieelementen des
leeren Gitters nicht mehr Ubereinstimmen, dann Ibeten die langeren, orthogonal
stehenden Basisvektoren bei und nennt das Gitésitrjert".

Durch diese Konvention zeigen die Translationsvwektommer die Lage der
Symmetrieelemente: Sonst miusste man sich z. B.angdass ein rhomboedrisches Gitter
mit @ = 60° einem kubisch flachenzentrierten Gitter, alsokddrisch dichtesten
Kugelpackung, entspricht.

Abbildung 9 Beispiel zur Wahl des zentrierten @tt€&lachenzentrierte Zelle mit
Gitterkonstantera, b,c und eine primitive Zelle mi¢,b¢ct . (a¢=a~/2/2, Da(,bt=60°)

Die Gesamtheit der mit dieser Unterscheidung eémesiden Gitter bezeichnet man als die
.Bravais-Gitter*.

Bravais-Gittermp Schiefw. System) | Bravais-Gitteroc (Rechtw. Syst., zentriert)

________

Abbildung 10 Beispiel zur Unterscheidung der Bray@itter in R® Die strichlierten Zellen
enthalten zwei durch einen Translationsvektor dgt®iS verbundene &quivalente Punkte.
Die Symmetrie der kleinen griinen sowohl der groBeithlierten Zelle ist schiefwinklig,
Punktsymmetrie 2, man wahlt deshalb die kleine g&glle: p2. Rechts: Die grol3e,
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strichlierte Zelle zeigt die Punktsymmetrie 2mnshadb wahlt man sie als zentrierte Zelle:
c2mm.

Zahl der . .
Symbol | Formeleinh Translationsvektoren innerhalb del Gittertyp
. Zelle
eiten
p 1 Keine Primitiv
2 012 Zentriert

Tabelle 18 Translationsgitter iR*. Es gibt es nur p (primitiv) und c Gitter, die errierung
liegt in der Mitte der Flache, Beispiel Abbildun@.1

Zahl der . .
Symbol | Formeleinh Translatlonsvezzlétl?eren innerhalb del Gittertyp
eiten
P 1 Keine Primitiv
I ©/2,12,32) Innnenzentriert
A ) 01252
Einseitig
B W/ 2042) flachenzentriert
C ¥/2520)
F 4 0Y232), 1 20Y2), @/2,1/20) |Allseitig flichenzentriert

Tabelle 19 Translationsgitter iR*. Die ,,Anzahl der Formeleinheiten* ist die Zahl der
Translations-aquivalenten Motive in der Zelle

In den Elementarzellen der Bravais Gitter zeiclueZentrierung entweder drei orthogonale
Flachen oder nur eine Flache aus, zusatzlich gilbieelnnenzentrierung in der Zellmitte.
Eine Zentrierung auf nur zwei zueinander orthogemdllantelflachen erzeugt, entgegen der
Erwartung, keine kirzeren TranslationsvektorenGigers: Sind z B. nur difOO]] Flachen

nicht zentriert, dann is{0,1/21/2) kein Translationsvektor des Gitters, devird er auf die
Lage (I/ 2,0,1/2) angewandt, so entsteht die La@€2,1/21), &quivalent zul/2,1/2,0) .
Diese Lage war aber als unbesetzt vorausgesetzt.
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Abbildung 11 Zentrierung auf zwei zueinander orthhlen Flachen: Der Vektor
(01/21/2) zur Zentrierung ist kein Translationsvektor det&ss, weil er, angewandt auf

Lage (1/ 2,0,1/2), auf die unbesetzte Positigh 2,1/2]) fihrt.



1.3.6.1 Die funf Bravais-Gitter in zwei Dimensionen

20

Symmet Punktsymmett
rie de_s Elementarzelle des Bravais-Gitte ieelemente | Gitterkonsta| Kristallsyste
Bravais- des ,leeren nten m
Gitters Gitters"”
g b Zweizahlige
2 Achse im alb, Schiefwinkl
P Ursprung des| gt 90° ig
Gitters
a
b
p2mm l
a Vv Spiegellinien
ab, alb,
zweizahlige | g =g0° Orthogonal
Achse im
b Ursprung
c2mm IK >
a ¥
b a,b sind
[ Spiegellinien, | 5 =
pamm vierzahlige Z - goo Quadratisch
a Achse im
Ursprung
b a., b, a+b
sind b
6mm Spiegellinien, a: , Hexagonal
P sechszahlige | 9 =120 g
a Achse im
Ursprung

Tabelle 20 Die fiinf Bravais-Gitter iR?



1.3.6.2

Die 14 Bravais-Gitter in drei Dimensionen

21

Das ,schiefwinklige System* irR* wird in R® durch einen dritten Translationsvekmrzum

Jriklinen System*. Stehtt aber senkrecht auf der venund b aufgespannten Flache, dann
ist ¢ eine zweizahlige Achse und Normale einer SpiegglebDiese Richtung ist durch
Symmetrie ausgezeichnet, das Gitter gehdrt zum gkloren System®. Anstelle voo (,,1st

setting“) kann auch dib - Achse als bevorzugte Richtung gewahlt werdend,2etting“)

Symmet .
rie des Elementarzelle des PNk . Kristallsys
. . ) mente des ,leeren Gitterkonstanter
Bravais- Bravais-Gitters Gitters tem
Gitters
1 albt?c,
1 ) at bt gt orr ikli
P1 Inversionszentrum 9 Triklin
im Ursprung
P_
a b 2
albt?c,
b ist zweizahlige | € =9=90°, | monoklin
Achse und b1 o0
c Normale einer
b Spiegelebene
c=
b

Tabelle 21 Die Bravais-Gitter des triklinen und roklnen Kristallsystems
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Symmet K icel
rie des Elementarzelle des ANLESSEE . Kristallsys
. . . mente des ,leeren Gitterkonstanter
Bravais- Bravais-Gitters . " tem
: Gitters
Gitters
c
222
= B
mmm
a b
c222
mmm 2 2 2
N mmm
albt?c,
a,b,c sind —h—p= Orthorho
a=b=9g=90 bisch
zweizéahlige mbisc
Achsen und
Normale zu
| 222 Spiegelebenen
mmm f
222
F-Z-Z—
mmm P

Tabelle 22 Die vier Bravais-Gitter des orthorhondbien Kristallsystems

Das Gitter eines Kristalls mit dreizéhliger Punkigmensymmetrie des Zell-Inhalts wird in

R? im hexagonalen Bravais Gitter aufgestellt, aucRinist das Bravais-Gitter eines
trigonalen Kristalls hexagonal. Zeigt ®R® der Kristall aber eine dreizéhlige Drehinversions-
Achse, dann ist das Bravais-Gitter rhnomboedristirhomboedrischen Gitter erkennt man
die Stapelfolge der kubisch dichtesten Kugelpackatigrdings sind die Schichten
auseinandergezogen oder gestaucht.



23

Symmet .
rie des Elementarzelle des U SETITEiEE: Kristallsys
i o mente des ,leeren Gitterkonstanter] y
Bravais- Bravais-Gitters . " tem
. Gitters
Gitters
422
pigg mmm
mmm
c ist vierzahlige
) Achse und
Normale zu einer | 5 -
Spiegelebenea,b | a = b =9 =90 | Tetragonal
sowie
a+b,a- bsind
zweizéhlige
| 422 Achsen und
mmm Normale zu
Spiegelebenen
Tabelle 23 Die Bravais-Gitter des tetragonalen Syst
Sr?;mdn;gt Elementarzelle des U ETITEiEE Kristallsys
. o mente des ,leeren Gitterkonstanter] y
Bravais- Bravais-Gitters . " tem
. Gitters
Gitters
=2
3—
m
2 g::irfiicg?:ions a=b=c,
R3= . . ) =p=01 9Q° i
m Achse in Richtung a g* 90" | Trigonal
von a+b+c, drei
zweizéhlige
Achsen senkrecht
dazu

Tabelle 24 Rhomboedrisches Bravais-Gitter zum trdden Kristallsystem

Im rhomboedrischen System ist schon z. B. das Bigeter Addition von zwei Ortsvektoren
schwer vorstellbar, weil die Winkel zwischen al@asisvektoren schief sind. Deshalb wéhlt
man oft eine hexagonale Einheitszelle, womit zwehte Winkel gewonnen werden. Wie
beim Ubergang zu zentrierten Zellen erkauft mah alwer mehrere ,Formeleinheiten“ in der
Elementarzelle, weil die rhomboedrische Zelle aesideinandergestellten hexagonalen
Bravaisgittern besteht.
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Symmet K icel
rie des Elementarzelle des ANLESSEE . Kristallsys
. . . mente des ,leeren Gitterkonstanter
Bravais- Bravais-Gitters . " tem
: Gitters
Gitters
~ 622
p622 ot mmm Hexagonal
mmm a=h, g=12C | oder
Siehe Legende zur] Trigonal
.. | Tabelle

Tabelle 25 Das hexagonale Bravais-Gitter. Punktsgtriselemente des ,leeren Gitters“c
ist sechszahlige Achse und Normale einer Spiegatebeb,a+b, a- b,2a+b ,a+2b sind
sowohl zweizéahlige Achsen als auch Normale zu Sjeglegnen

Symmet .
rie des Elementarzelle des U ETITEiEE . Kristallsys
. S mente des ,leeren Gitterkonstanter
Bravais- Bravais-Gitters . " tem
; Gitters
Gitters
432
_ mmm
pt32
mmm a,b,c sind
D vierzahlige Achsen
und Normale zu
Spiegelebenen, alle
drei
Translationsvektore _ _ b=
432 n sind durch eine | &_ 2. _ :
“mm dreizzhlige Achse | 2 = © =9 =90" | Kubisch
— in Richtung von
a+tb+c
ineinander
Uberfuhrbar,
432 a+b,...sind
o /O zweizéhlige
Achsen und
Normale zu
Spiegelebenen

Tabelle 26 Die Bravais-Gitter des kubischen Systems
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1.3.7 Die Raumgruppen

Die Raumgruppe enthélt die Information Uber dastdlisystem, das Bravaisgitter und die
Punktgruppenelemente, die dem atomaren Aufbau rexctsgn.

1.3.7.1  Schraubungen und Gleitspiegelungen

In manchen Raumgruppen gibt es Symmetrieelemeeitelelmen bei Drehung oder
Spiegelung eine Translation mit bestimmter Richtund bestimmtem Betrag folg@emuss

Die Schraubenachsen und Gleitspiegelebenen. Vellingizwischen Symmetrieoperationen
gibt es auch in der Drehinversion, wo auf die Drehaine Inversion folgen muss, das Neue
ist jetzt aber die Verknipfung von Elementen auseddlichen Punktgruppe der Drehungen
und Spiegelungen mit Elementen aus der unendli¢hamslationsgruppe.

1.3.7.1.1 Schraubungen

Bezeichnung Ausfihrung
1. Drehung umg,
n
N, 2. Translation ump><S in Richtung der Achse nach der
n
.Korkenzieherregel”

Tabelle 27 Bezeichnung und Transformationsvordctinifdie Schraubenachsen

Bezeichnung Ausfuhrung Graphisches Symbol

20

1. Drehung um?

3 2. Translation uml><S in )
1 3 —_

Richtung der Achse nach der
.Korkenzieherregel

20

1. Drehung um?

3 2. Translation um2><S in
2 3
Richtung der Achse nach der — \

.Korkenzieherregel

Tabelle 28 Beispiel mit grafischem Symbol: Schraabbesen3, und 3,. Das Symbol zeigt
auch die Umkehrung des Drehsinns

Die vollstandige Darstellung der standardisierteapfischen Symbole findet sich in
»international Tables for Crystallography” ,Volumfe Space Group Symmetry”, S. 7-10.
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Schraubenachsen erzeugen einen Drehsinn, die @&akérscheinen als ,rechts-“ oder
Jlinksdrehend”. Im Symbol fiir die Schraubenachsénmsner die gleiche Richtung fur die
reine Drehung vorausgesetzt, der unterschiedlige@$inn wird durch den mit der Drehung
verkniipften Translationsbetrag ausgedriickt. BBi Z, muss einer Drehung um/2 = 90°
eine Translation um 1/4 in Richtung der Achse folgerehung und Translationsrichtung sind
nach der ,Daumen-“ oder ,Korkenzieherregel“ miteidar verknlpft. Die gegenlaufige
Schraubung wird durc, erzeugt, bei der auf die Drehung wni2 = 90° eine

Verschiebung um 3/4 der Translationsperiode, aach der ,Daumen-* oder

.Korkenzieherregel“, folgen muss. Das zeigt sichAgbau des Musters durch mehrfache
Anwendung der Symmetrieelemente:

21 31 ’32 41 ’43 61 ’65

Abbildung 12 Schraubenachsen in Kristallen und Baar enantiomorphen Strukturen
(Abbildung neu arrangiert aus Bild in Kleber, ,Eiitirung in die Kristallographie®)

1.3.7.1.2 Gleitspiegelungen

Bes;e}ichn Mt‘)gliqhe Lagen der Tran_slation bei Anmerkung
g piegelebene Spiegelung
a (010, (001) , (011) a/2
b (100), (009 , (109) b/2 Axiale Gleitspiegelebene
c/2
¢ (100) ’ (010) » (110) tb+c)/2 Nur im trigonalen und
(a c) rhomboedrischen System
(100) b+c)2
N (010) (c + a)/2 Diagonale Gleitspiegelebene
(00]) (a + b)/ 2
Nur im tetragonalen und kubischen
d (019 ,(20) , (120 | (a+b+c)/4 |system

Tabelle 29 Bezeichnungen und Symbole fir die @legelebenen. Fir die Spiegelebenen
sind die Vektoren der Normalen angegeben.
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Art der

Gleitspiegelebend CraPhische Symbole Anmerkung

U

——————— Spiegelebene senkrecht zur Zeichenebene
Gleitvektor liegt in der Zeichenebene

a,b,c
Gleitspiegelebenen, ... i, Spiegelebene senkrecht zur Zeicheneben
Gleitvektor = %2 Gleitvektor liegt in der Zeichenebene

Translationsvektor

1%

| Spiegelebene liegt in der Zeichenebene, der
Gleitvektor auch

Spiegelebene senkrecht zur Zeichenebene,
Gleitvektor besteht aus zwei Komponenten:
—rmem == eine liegt in der Zeichenebene, eine senkrecht

¢

n Gleitspiegeleben

Jede Komponente dazu

des Gleitvektors = Spiegelebene liegt in der Zeichenebene,

Y2 Gleitvektor in Richtung des Pfeils besteht aus
Translationsvektor IT zwei Komponenten, beide liegen in der

Zeichenebene

Tabelle 30 Grafische Symbole fir die oft vorkomraarakialen und diagonalen
Gleitspiegelebenen senkrecht und parallel zur Zmebene. (Symbole fur Gleitspiegelebenen
in anderen Lagen: ,International Tables for CryBtagraphy Volume A: Space Group
Symmetry“, S. 7-10)

1.3.7.2 Die Bezeichnung der Raumgruppen

Die Bezeichnung der Raumgruppen folgt der in ,Inétional Tables for Crystallography*
eingefuhrten Nomenklatur nach Herrmann-Mauguin. Ra@mgruppen-Symbole enthalten in
maximal vier alphanumerischen Zeichen Informatibaridas Bravais-Gitter, die
Symmetrieelemente der Punktgruppe eines Punktigemeiner Lage und gegebenenfalls
zu Schraubenachsen und Gleitspiegelebenen. DigdPoder Symbole fir die Punktgruppe
zeigt den Bezug der Richtung der Symmetrieelemantien Richtungen der
Translationsvektoren.
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Art der
Symbole

Anmerkung

Vollstandig

Immer vierstellig. An erster Stelle steht der Typ des Bravais-Git{éabelle
18 fur R?, Tabelle 19 furR®), gefolgt von Generatoren fiir Drehungen od¢
Schraubungen und Spiegelungen bzw. Gleitspiegefuitiggede im

Symbol vorgesehene Richtung

Der Bezug eines Symmetrieelements zur Richtund gerslationsvektoren
ist durch seine Position im Symbamhdeutig festgelegt, entsprechend der
Vereinbarung fir die Elemente der Punktgruppedde§ Kristallsystem

(Tabelle 14 firR?, Tabelle 15 furR?).

Ausfuhrlich

Wie das vollstandige Symbol, aber nicht durch Sytieslemente
ausgezeichnete Richtungen werden im Symbol nur dansi”
bertcksichtigt, wenn es zamdeutigenKennzeichnung notig ist.
Andernfalls werden die Positionen weggelassen. &lbskt dieses Symbol
nicht immer vierstellig

Verkurzt

Nicht als Generator bendtigte Elemente der Raunpgruyerden
weggelassen.

Aber: In jedem Fall enthélt das Symbol die vollslige Symmetrie-
Information zum Aufbau aller Elemente der Raumgrugp primitiven
Gittern des monoklinen Systems ist die Wahl deobaygten Achse nicht
ersichtlich und muss deshalb eigens genannt werden.

Tabelle 31 Symbol der Raumgruppe (Symbol for Spacep)



29

Vollstandig

Ausfuhrlich

Verkirzt

Nr.

Anmerkung

P121

P121

P2

monoklin,

primitives Gitter,

b-Achse ist 2-z&hlige Drehachse
Die bevorzugtd-Achse ist im
verkirzten Symbol nicht zu erkennen

B112b

B112b

B2/

15

monoklin,

B-zentriertes Gitter,

c-Achse ist 2-zahlige Drehachse

und Normale eineb

Gleitspiegelebene
Das verkirzte Symbol enthalt die voll
Information, weil inB-zentrierten
monoklinen Gittern die-Achse
bevorzugt ist. (Auch dia-Achse
kbnnte bevorzugt sein, das ist aber ke

4%

D

n

P 2/b 2:/c 2/m

P2/b 2,/c 2/m

Pbcm

57

Standard)
- Orthorhombisch
Primitives Gitter
a-Achse ist 2-zahlige Drehachse
und Normale einelp
Gleitspiegelebene
b-Achse ist 2-zahlige
Schraubenachse und Normale ein
c Gleitspiegelebene
c-Achse ist 2-zahlige Drehachse
und Normale einer Spiegelebene
Das verkirzte Symbol enthalt
Generatoren, aus denen alle weiterer
Symmetrieelemente erzeugt werden
kdnnen

er

[4m11

| 4/m

14/m

87

Tetragonal

Innenzentriertes Gitter

c-Achse ist 4-zahlige Drehachse

und Normale einer Spiegelebene
Es gibt keine Mehrdeutigkeit, deshalby
ist auch das ausfuhrliche Symbol nur
zweistellig

P2h31

P2h 3

Pn3

201

Kubisch

Primitives Gitter

a- undb-Achsen ist 2-zahlige

Drehachsen und Normale nu

Gleitspiegelebenen
Im Kubischen steht 3 ode an dritter
Stelle, die Richtunillo] und ihre
Symmetrie-aquivalenten sind keine
Symmetrieelement& und 3 sind

Generatoren.
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Tabelle 32 Beispiele zur Bezeichnung der Raumgrugdgemmer der Raumgruppen nach
den Int. Tabellen.

1.3.7.3 Gitterkomplexe

Als Gitterkomplexe bezeichnet man die Menge derrsginisch aquivalenten Lagen in
Raumgruppen. In der Praxis ist diese Informatidmw sechtig, weil sie die Anzahl der
verfigbaren Platze zeigt. Die Angabe der Raumgrudlgfieiert ein Geriist von
Symmetrieelementen, denen der Zellinhalt gentigessmu

Begriff Anmerkung
Menge von Punkteiix,,x,,...,.X,, innerhalb einer
Gitterkomple>_< Lattice Elementarzelle, die aus einem beliebigen Punkdurch
ComplexOrbit) Anwendung der Symmetrieoperationen der Raumgruppe
erzeugt werden. Diese Punkte sind ,Symmetrie-adgiva
Punktsymmetrie des Gesamtheit aller Elemente aGs, die einen Punkt des
Gitterkomplexes, Gitterkomplexes in sich selbst tberflihren. Diesntginte
Punktgruppe der Lage bilden eine Untergruppe a,Gl G, der ,,IndeX“ der
(Site Symmet)y Untergruppe istp =|G| /|G
Zahligkeit des
Gitterkomplexes Anzahl n aquivalenter Punkte
(Multiplicity)
Allgemeine Lage General| Die Punkte liegen auf keinem nichttrivialen Symnestiement,
Position) Zahl der Punkten =G|
Spezielle LageSpecial Die Punkte liegen auf mindestens einem nichttr@nal
Position) Symmetrieelement, Zahl der Punkté=|G¢=n/p
Im Koordinatensystem des Translationsgitters angebe
Koordinaten des Koordinaten der aquivalenten Punkte, die volle
Gitterkomplexes Translationsperiode entspricht fur jede RichtungKizordinate
(Coordinates) »1% vgl. die Angaben im blau umrandeten Teil vohlddung
14

Buchstabensymbol zur Kennzeichnung der Gitterkoxreple
innerhalb einer Raumgruppe, beginnendanfiir den
Gitterkomplex mit der kleinsten Z&hligkeit

Wykoff-Position
(Wykoff-Letter)

Tabelle 33 Begriffe zu Gitterkomplexen. KursivB&zeichnung der Internationalen
Tabellen, vgl. Abbildung 14

Beginnt man mit einem Punkt im Gitter in ,allgemeihage”, damit ist gemeint, dass er
nicht gerade ,speziell* auf einem Symmetrieelemigntt, dann erzeugt jede
Symmetrieoperation der Raumgruppe einen weiter@ktPln einer Elementarzelle gibt es

deshalb so viele symmetrisch aquivalente Punkstigemeiner Lage, wie es der Ordnung der

Punktgruppe der Kristallklasse entspricht.

Wird der Punkt zu Beginn auf ein Symmetrieelemeaegt, das ihn in sich selbst tberfuhrt,
dann reduziert sich diese Zahl: Der Punkt wirdmach durch Elemente einer Untergruppe



31

(der Punktgruppe der Kristallklasse) in &quivaleitierfihrt. Die Anzahl der Punkte in
speziellen Lagen ist deshalb ein Teiler der AnzignlPunkte in allgemeiner Lage.

Punkte auf Gleitspiegelebenen und Schraubenachsetewdurch den Translations-Anteil
der Symmetrieoperationen nicht auf sich selbst laibigg, sie liegen deshalb nicht ,speziell”.
Es ist offensichtlich, dass alle Punkte eines Gitteplexes aus identischen Teilchen
bestehen.

Die Gitterkomplexe fur jede Raumgruppe sind inghmtational Tables for Crystallography
Vol. A", eingetragen, vgl. Beispiel in Abbildung 14

1.3.7.4 Die 17 ebenen Raumgruppen

Abbildung 13 zeigt die Einheitszellen mit ihren Syetrieelementen und die durch ihre
Anwendung auf einen Punkt in allgemeiner Lage ehtstden Punkte. Die vollstandige
Informationen zu allen 17 kristallographischen Rguuppen inR? und allen 230
Raumgruppen irR® sind im Band ,Volume A: Space Group Symmetry“ glaternational
Tables for Crystallography* in standardisiertermaufgeschrieben. In Abbildung 14 sind
die wichtigsten Informationen am Beispiel der Rawmpge p2mg erklart.

Kristallsystem Kristallklasse Bravaisgitter Raumgruppe

Symmetrie des

Bezeichnund und gefullten Gitters* Translationsvektore
Svmmetrie (?eteeren (Untergruppe der n der Elementarzelle Klasse
Gy Punktgruppe des liegenin Richtung L
itters leeren Gitters) der +Bravaisgitter
(Punktgruppg . ' . +Gleitspiegelungen
Symmetrie Symmetrieelemente
makroskopischer der Kristallklasse

Eigenschaften

Tabelle 34 Zusammenfassung der Begriffe zu Syneigignschaften von Gittern. *)Die
Punktgruppe des ,gefillten Gitters” lasst bei Gggitegellinien den Translationsanteil
unbericksichtigt




32

Kristallsyst Kristal _ Raumgruppe
em, I- quval
Punkigrupp| | 1cce| S-Oitter Symbol Nr Mult
e
1 1 1
Schiefwinkl
ig
(Oblique) p
2
2 2 2
% 0O
pimi pm 3 2
0
0
p
N O
~O
m plgl | pg | 4 | F------- 2
D SR
~O
Recht- L 0O
winkig | | | | | | M_______
(Rectangul Jo)
an) C clml cm 5 <3 4
ye) 0O
2mm
p2mm | @2Zmm 6 1 I l 4
SHe—0—ge2
2mm p
p2mg | @mg | 7 O\'\O ¢ O\?‘O 4
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Kristallsyst Kristal _ Raumgruppe
em, I- quva|
Punkigrupp| | 1cce| S-Oitter Symbol Nr Mult
e
N
R L o
P29g | rgg | 8 : ! 4
Recht- —St--=--F-
winklig ¢
(Rectangul
ar)
2mm 8{8_.'_4__‘_8?;8
c 2mm | @émm | 9 o — 8)(8 — ¢ 8
Ly o-=1--0+]
oHEe e
Ao
4 p4 p4 | 10 T ¢ T 4
S SRt
Quadratisch \\/ yiig
(Square) ’ A
p pdmm | gmm | 11 .’\ ' :‘ 8
4mm )\/ X
\Nl7z
0
4 mm
p4gm pigm 12 0 IO?OI 0 8
L
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Kristallsyst Kristal _ Raumgruppe
em, I- quva|
Punkégrur)p klasse | S-9rter Symbol Nr Mult
3 p3 p3 13 3
p3ml | p3ml | 14 6
3m
Hexagonal
(Hexagonal p31m | B1m |15 6
) p
6mm
6 p6 | p6 16 6
6mm pémm | ®wmm | 17 12

Abbildung 13 Die 17 ebenen Raumgruppen mit volstgiam und verkirzten Symbolen




Raumgruppen-
Symbol, verkirz

L~

Kleinste
Einheit, aus der
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Punktgruppensymmetr
e des ,geflllten
Gitters™*, Symmetrie
der Kristallklasse

Ausfuhrliches
Raumgruppel-
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Kristallsystem

Liste der
Gruppenelemente, aul3er
den Translationen der

Elemente der Raumgruppe,
aus der durch
Produktbildung die ganze

T = Gruppe erseugtverden kar

Liste aquivalenter Lagen

Punktgruppe der Lage

Alphabetisches-Symbol

Anzahl der aquivalenten
Lagen (,Zahligkeit* des
Gitterkomplexes)

Untergruppen migleichen
Translationsvektoren
(keine Zell-VergroRerung)

\

Obergru

ppen
ohne

mit Zell-

Obergruppen

VergroRerung

Zellverg
O0RRerung

Untergruppen mitangeren
Translationsvektoren, wenn eine
Zentrieruna aufaehoben wird

Untergruppen mitangeren
Translationsvektoren, ohne
Aufhebung einer Zentrierung

Untergruppen mitangeren
Translationsvektoren, sonsigleichen
Raumgruppen-Elementen

Abbildung 14 Information zu den Raumgruppen ingmational Tables for
Crystallography“ am Beispiel der ebenen Raumgruppmg. * ) vgl. Notiz bei Tabelle 36
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1.3.7.5 Die 230 Raumgruppen im dreidimensionalen Raum

Analog zu den 17 Raumgruppen im Zweidimensionateéleman im Dreidimensionalen die
230 Raumgruppen, wenn man die 14 BravaisgittedemtPunktgruppen der leeren
Bravaisgitter und ihren Untergruppen kombiniert zndétzlich Schraubenachsen und
Gleitspiegelebenen bericksichtigt.

Der Zusammenhang zwischen Kristallsystem, Kriskadike, Bravaisgitter und den 230
Raumgruppen ist in Tabelle 36 dargestellt.

Kristallsystem Kristallklasse Bravais-Gitter Raumgruppe
. Klasse
Syrpmetne des . +Bravais Gitter
, gefullten Translationsvektoren
: Symmetrie des : . : . +
Bezeich leeren Gitters Gitters liegenin Richtung der Schraubunaen
nung (Untergruppe der| Symmetrieelementeder 9

(Punktgrupp® | 5" es leeren | Kristallklasse

Gitters) Gleitspiegelun

gen

Tabelle 35 Zusammenfassung der Begriffe zu Syneeigenschaften von Gittern R®.

*)Die Punktgruppe des ,gefillten Gitters" lasst b8leitspiegellinien und Schraubenachsen
den Translationsanteil unbericksichtigt, sie igt Bunktgruppe der Kristallklasse und der
makroskopischen Eigenschaften
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BezeicKr:fltJ?\Iglgs,ySLennl:tgruppe Kristallklasse Bravais-Gitter Raumgruppe

- - 1 1
Triklin 1 1 P >
_ 2 35
Morrl]okll 2/m m P c 69
2/m 10-15

227 Pl cCc |1 |F 16-24

Oor;tgi‘;:; 2/m2/m2/m | mne PIClA]I|F 25-46
2/m 2/m2/m P C | F 47-79

4 75-80

4 81-82

4/m 83-88

Tert];ﬁgo 4/m2/m2/m | 422 P | 89-99

4mm 99-110

42m 111-122

4/m 2/m2/m 123-142

3 (hex) (tho) P (hex) 143-145
R (hex) (tho) 146

= P (hex) 147
3 (he (o) R (hex) (rho) 148

: 3 3 321 (tho) P (hex) 149-154
Trigonal 3(2h£ gﬂ 3.(%1/0)rn (hex) 32 R o0 (o) 155

3m1l (tho) P (hex) 156-159

(hex) 3m R (hex) (tho) 160-161

32/m | o P (hex) 162-165

(hex) 32/m R (hex) (ho) 166-167

6 168-173

6 174

6/m 175-176

Hﬁ’;ﬁago 6/m2/m2/m | 622 P 177-182

emm 183-186

6m?2 187-190

6/m 2/m2/m 191-194

23 195-199

2/m3 200-206

Kubisch 4/m32/m 432 = F | 207-214

43m 215-220

4/m32/m 221-230

Tabelle 36 Zusammenhang zwischen Kristallsystemtatlklasse, Bravaisgitter und den 230
Raumgruppen irR*. (hex) hexagonales, (rho) rhomboedrisches Kootdimsystem. *)Die
Punktgruppe des ,gefiillten Gitters” lasst bei G#gategellinien und Schraubenachsen den
Translationsanteil unberiicksichtigt



39

1.3.7.6  Untergruppen zu den Raumgruppen

In ,International Tables for Crystallography*, Vohe A, sind fir die Raumgruppen RP

und R® einige Untergruppen angeben (vgl. Abbildung 14)tddgruppen erhalt man durch
Streichung eines Symmetrieelements oder mehrenmeihwen. Einige flr Untergruppen
relevante Begriffe wurden schon in Verbindung neih dGitterkomplexen eingeftuhrt, weil
innerhalb einer Raumgruppe die Punktgruppe eindgsr&@mplexes in spezieller Lage eine
Untergruppe des Gitterkomplexes in allgemeiner Liagé/gl. Tabelle 33).

Die kristallographischen Punktgruppen sind endliGneppen, fur die es jeweils eine

endliche Anzahl von Untergruppen gibt. Fir jede iRgruppe gibt es aber unendlich viele
Untergruppen, weil man neue Strukturen erzeugen,kadem man Elementarzellen mit
Vielfachen der kiirzesten Translationsvektoren afsitan erzeugt Untergruppen mit
langeren Translationsvektoren, sonst gleichen Rauppgn-Elementen. Untergruppen
enthalten eine Auswahl der in der Ausgangsgruppearmienen Symmetrieelemente, deshalb
konnen die Translationsvektoren nur auf bestimmeédfathe der urspriinglichen verlangert
werden.

Gruppe: Ausgangs-StruktpPmg

At A°
O\+~O f O\+O Ausgangs-Raumgruppp2mg
AT——#°

(xy)=@/4,y), (x,y) = (3/4,y) Koordinaten der Spiegelebenen

Allgemeine Formulierung aller
(x>a,y°b) =((2n+1):a/4,y>b) Spiegelebenem =12,....¥ mit
metrischen Koordinaten

Untergruppe: Struktys2mg mit verlangertera-Achse:a(=3a

A4 )
Q. Al
10 I 1 O
3a/4 ™ T ¥e)
— ZellvergréRerung:
O\fO ' O\.*o >a( 3 at=3a, b(=h
B ie
U; ‘ O
9a/4 2! ( o
|O |
|

i o




Tabelle 37 Untergruppe zu p2mg mit verlangedeAchse,at= 3a . Hellgrau: In der
Untergruppe nicht mehr vorhandene Symmetrieelemente

40
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(xCag yob) = ((2nt+1)sat/4, yth()

Allgemeine Formulierung aller
Spiegelebenem = 12,....¥ mit
metrischen Koordinaten in der
verlangerten Zelle

(x>3a,yC:b) =((2n+1)>3a/4,ytb)

Lage der Spiegelebenen in der
vergroRerten Elementarzelle

(@2n+Ds3a/4=(2>@n+D)+Da/d4=(2n+1a/4

Diese Spiegelebenen sind in der
Ausgangs-Raumgruppe enthalten, sie
liegen beint=3n+1, d.h. bei3a/4,
9al4,..

Tabelle 38 Koordinaten der Spiegelebenen in deekgmuippe zu p2mg ma(= 3a: Alle
Symmetrieelemente der Untergruppe sind in der Gewygwhanden

Nicht jede ZellvergréRerung fihrt zu einer Unteppe. Bei Verdoppelung dex
Gitterkonstanten, z. B., erscheinen Spiegelebenddrten, an denen zuvor keine waren:
Deshalb stehen die StrukturpPmgundp2mgmit at= 2a nicht im Verhaltnis von Gruppe

zu Untergruppe.

Annahme, Struktup2mg mit a(=2a ware Untergruppe vop2mg

¢ \
: ! !
a/2 O\ID | QIO
| 1
Y 0 OQ‘O> at=2a
o !
3al/2 20) | |\O
| |
A4

ZellvergréRerungal = 2a

(x>2a,yCb) =((2n+1)>2a/4,yCh)

Lage der Spiegelebenen in der
vergroRRerten Elementarzelle

(2n+D2a/4=2>(2n+Dal/d=(2n+D)a/4

Diese Spiegelebenen bei=2n+1/2,
d.h. beia/2, 3a/2,...sind in der
Ausgangsstruktunicht vorhanden,
deshalb ist Struktys2mgmit at=2a
keine Untergruppe zup2mg

Tabelle 39 Bei ZellvergréRerung in p2mg adf 2a erreicht man keine Untergruppe zu
p2mg mita, weil vorher nicht vorhandene Symmetrieelemerteifrder Zeichnung)

entstehen.
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Alle Strukturenp2mgmit at=3a>n, n=1212,....¥ , fihren zu Untergruppen v@2mg
Deshalb beschrankt man sich in der Diskussion digs# anderer Untergruppen auf die
Vertreter mit ,kleinstem Index”. Diese Untergrupp&nd gewissermal3en die nachsten
Verwandten zur Ausgangsgruppe. Weil sie die grddteahl von Elementen enthalten,
hei3en sie ,maximale Untergruppen®.

In den Internationalen Tabellen sind die Untergaerppach unterschiedlichen Merkmalen
gruppiert, zu jeder sind ihre Generatoren angegélagnAbbildung 14).

Begriff Anmerkung
p=|G|/|G] ,Index“ der Untergruppe
|G| , |G¢ Ordnungen der Grupp@ und der Untergrupp6& ¢

Untergruppe mit kleinstem Index | Untergruppe mit der gré3ten Anzahl von Elementer
(Subgroups of lowest index) (Maximal subgroups)

Menge von Elementen, die selbst keine Gruppe bjlden
Generatoren einer Gruppe aus denen aber durch Multiplikation alle Elemente
einer Gruppe erzeugt werden kénnen

Tabelle 40 Index, maximale Untergruppe, Generatoren



